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con probabilità non-additive
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1. Introduzione

5Probabilitàtipicamente utilizzata in letteratura eco­
nomica è, a un puntc livist formale, caratterizzata da una serie di
ro rietà tra le uali 1 tiivti' rico re un ruolo fondamentale. Que-

sta assunzione imp ·ca a en nota regola per calcolare la probabilità
dell'unione di eventi incompatibili, come somma delle robabilità dei

,.__singoli eventi. Da questa regola consegue che a somma e e pro a­
bilità dì un evento e del suo complementare è pari ad uno.

Quanto sopra è talmente consolidato, ed anche così intuitivo, che
non sempre tutte le conseguenze dell'additività vengono. esaminare
con attenzione. La considerazione precedente illustra appunto comeE probabilità di un certo evento A, ossia P(A), sia uguale a1-PA)

_de A @Tevento complementare. Ciò _implica_che_tutto il«peso
probabilistico» che un individuo non è disp turibui e a acca-
dere di A deve essere_attribuito automaticamente al suo complemen­
tare, indipendentemente dall'informazione che l'agente ha a disposizio­
ne nel formulare la ro ria valutazione robabilistica su tali eventi.

uesta è l'implicazione princip e ell'additività che, al tempo
stesso, .costituisce il punto_di_partenza_per ['introduzione di probabili­
tà non_additive. N

Ciò può essere illustrato mediante il seguente semplice esempi}.
Consideriamo robabilità additive ed un evento A tale che P(A) = 1/2;
allora anche PÀ' = l2 ossia e sono equiprobabili. Questa va­
lutazione può plausibilmente scaturire d e seguentl ue situaziorù in-
formative diametralmente opposte: . . .

i) l'individuo non possiede alcun ti o di informazione su A e su
d': non è cioè in gra o orgiare v 'utaz1on1 a a ca ­
simiglianza degli eventi in questione; . . .

ii) 'individuo è erfettamente_informato sulla verosimiglianza de-
_li eventi, poiché a esempio conosce che la composizione di un urna
contenente palline di due colori diversi è esattamente 1/2 di un colo-
re ed 1/2 dell'altro.
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Ciò sinifica che il valore 1/2 non rivela uale sia la situazione
informativa e agente e e sta orm an o la valutazione pro al Isti­
ca. In un ceno senso non es rime uanto un a ente stesso abbia
fiducia nella propria va utazione. In e etti, nel primo et ue casi
considerati, sembrerebbe ragionevole immaginare che l'agente possa
essere meno sicuro della propria formulazione probabilistica. Nelle
due situazioni la robabilità coinci e erché ad esem io uandovìè
comp eta ignoranza, è possibile argomentare a favore el principio di
ra ione insu iente er iustifcare l'e ui robabilità (uniformità). Que­
st' ultima, insieme 'a ditività, implica poi il risultato.

Consideriamo di nuovo la situazione descritta in i), all'interno
della quale però apporiao la scguenzIii4±i6ne.Supponiamo @i
mantenere inalterata l'i otesi di distribuzione robabilistica uniforme
su · eventi A e A ma imma iniamo ora di definire le oro ro al '­
' in modo tale che ad esem io P(A) =1/3= P(A'), ossi re
su di essi probabilità non-additive (sub-a 'itive in questo caso) nel
senso che la loro somma è diversa da uno '. Così formulate, le proba­
bilità potrebbero allora nvelare l'ignoranza informativa dell'individuo
relativamente ad entrambi gli eventi 1

. In altre parole, abbandonare
l'i otesi cli additività rende ossibile modellare un agente economico
le cui valutazioni pro a 1 stie e guantificaÌÌo, simultaneamente, sia la
credenza soggettiva deH'iodividua cicca l'accadere del)'evento jn que­
stione. sia l'affidabilità. nell'opinione dell'individuo stesso, di tale cre­
denza'. Ciò implica una maggiore flessibilità modeUiscica ,che può es­
sere utilizzata per formalizzare alcune situazioni di incerte a enui a
assIm, .a a incertezza ne senso di Knight), ~uando il decisore co­
noce l'insieme dei possibili risultati di nn esperimento casuale ma

_nOnnecessariamente- possiedi :: :s re
guanto siano verosimili 4

•

Introdurre una nozione di probabilità in cui l'additività venga a
mancare implica ovviamente che una serie di aspetti teorici, validi nel

1 La definizione rigorosa di funzione di probabilità non-additiva sarà formulata
nel paragrafo seguente.

' Do e Werlang [1992) discutono anche l'interpretazione di 1-PA)-PA)
come misura di atteggiamento verso l'incertezza genuina (in contrapposizione al «r
schio» nel senso di Knight) di un individuo

' Questo punto di vista coincide sostanzialmente con quello esposto in Schmeid­
ler [1989).

Un altro tipo _di incertezza genuina, di cui però non ci occuperemo in quel%
sede, concerne la definizione da pare del decisore dello spazio degli stati possibili. Ad
esempio, un individuo può non sapere di quanti colori sono le palline in un'urna oltre
a non conoscerne ovviamente la composizione.
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caso standard, debbano essere rielaborati per rendere la nozione stes­
sa completamente operativa nelle applicazioni economiche. In partico­
lare, il presente lavoro si propone di discutere brevemente il co~rg
di indipendenza tra eventi, concentrandosi principalmente sulle e­
renze che sorgono nspetto al caso di additività.

2. Probabilità additive vs non-additive

Supponiamo che 2 sia l'insieme (finito) dei possibili risultati di
un esperimento casuale e che A, Bç.Q sfa.ri..9_due eventi ualunque,
con A B E212 dove t1 ra resenta l'insieme di tutti i os · e en ·

•· · . ben noto come la nozione «standard» di
probabilità sia formalizzata da una funzione • 25[0,1] ale che:

a) v(0)= 0,v(.Q) = 1
b) A uB)=vA)+vB)-vAB)

(normalizzazione)
(additività)

Da queste due proprietà discende immediatamente che

e) A nB=0 =:-v(A uB)=v(A)+v(B)
d) AB>vA) <vB) (monotonicità)

1/Definizione O: Una /unzione di probabilità si dice non-additiva se soddisfaJ
i (a) e (d), ma non necessariamente (b).

Tale funzione vienedetta matematicamenteQ. Ouando (b)
non vale v uò av alun e e a ~ ( d)
JaDQl..filltàd.JlS!atte.. utta , è interessante introdurre le seguenu ue
caratterizzazioninotevolipoiché rivestono un ruolo importante nella
letteratura in questione.

~ De/iniziane 1: v è convessa (concava) se

(1) v(A uB) +v(A nB) ~ ( s;) v(A) +v(B)
6

. . . associata a vè quella di Core di v,' se v è una capacità, una nozione tmponante A e2" con p probabilità additi-
C@), definito come segue: Co) = {p:p)2"% ie aisibuioi di probabilia
va), In altri termini, Cv) rappresenta l'insieme "[.,ja 4feriore a quella definita
additive tali che, per ogni evento, la probabilità no (ç(). Questa relazione rive-
dal caaia. Vi è quidi una relazione biuni";", amniaa con pari«colare
ste un ruolo importante nella teona e, in questo avo •
attenzione nell'Appendice. 4e I=(A A)2(<)A)+A), Ae2°.

6 Si noti come dalla (1) si deduca ~ ~ .1 - lican~ rispettivamente, subadditività e
In altre parole la convessità e la concavità impl '»
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L'importanza di tali definizioni deriva dal fatto che la convessità
(concavità) sono state associate, rispettivamente. ad un individuo pes­
simista_(ottimista),_ossia_alledue polarità concernenti l'atteggiare@o
verso l'incer di un individuo (avversione/ ropensione).

Se si assume additività la probabilità · un evento yiene aggior­
nata. una volta noto che l'evento B si è verificato, mediante la nota

'"regola di Bayes della probabilità condizionata

v(A/B)=v(A nB)/v(B) con (B)>0

\--=,

Il criterio è largamente accettato nelle versioni soggettiva e ogget­
tiva della probabilità. Tale regola viene utilizzata ger definire la no­
zione di indipendenza probabilisti,sa tra coppie di eventi (geoeralizza­
bile ad n evenu) nel modo seguente:

Definizione 2: Si dice che l'evento A è indipenden te dall'evento B (sinteti­
camente AiB) se v(A IB) =v(A).

Quando AB, si ottiene la nota fattorizzazione (generalizzabile ad
n eventi)

v(A n B) = v(A)v(B)

( definita anche per A)= O = v(B)) la quale, se (A)>O, implica
vB\A) =vB), cioè BiA. Inoltre, se anche 4)>0 e (B)>0 si ot­
tengono, nel complesso, le seguenti proprietà della relazione i di indi­
pendenza tra coppie di eventi:

AB> BA (simmetria; S)

AiB>A 'iB (complementarità* debole; C"D)
AiB >BA (complementarità debole; CD)
AiB >A '113' (complementarità* /orte; C*F)
A,B <=>B'iAc (complementarità fone, CF)

Naturalmente tutto ciò è ben noto; tuttavia, non è possibile fare a

superadditività. Con questo si intende che la somma delle probabilità di eventi disgiur
ti ed esaustivi può essere strettamente minore o maggiore di 1.

. Per maggion dettagli su questo aspetto vedi tra gli altri Schmeidler [1989] e
Gilboa e Schmeidler (1993]. ' •
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meno di sottolineare quanto «ricca», in termini di numero di proprie­
tà soddisfatte, sia la relazione di indipendenza i quando le probabilità
sono additive. In altre parole, una volta introdotta l'indipendenza_di
A da B ven ano mco orau automaticamente in un modello tutti ·
tri egami di in · pendenza. In questo senso a itività sembra im­

plicare un ,«notevole» grado di rigidità, poiché impone a chi modella
di accettare tutte le proprietà di cui sopra o nessuna di esse.

È interessante rimarcare come da S e C'F o CF) non si possa
ottenere C*D (o CD) senza introdurre esplicitamente l'additività. In­
vece, ad esempio, partendo da S e cD CD) è possibile ottenere
C'F CF (e viceversa). In altri termini, sembra che le proprietà «in­
termedie» (C*D e , ossia uelle in cui com are il com lementare

· un so o evento, siano in ua e e modo uelle «distintive» e a -
~!_à. a e consi erazione trova conferma ne an · si e e segue,
concernente la nozione di indipendenza con probabilità non-additive.

Tuttavia, prima di iniziare la discussione è opportuno introdurre
le seguenti definizioni.

Definizione 3: Sia v una funzione di probabilità non-additiva. Allora
C(A) =vA), dove C(A) indica la Credenza relativa all'evento A, e
P(A)=1-A) dove P(A) indica la Plausibilità relativa all'evento A'.

Più esplicitamente, enza additività in enerale è ossibile formu­
lare due valutazioni, proba · · sue e re anvamente a un evento, _8!.aC·
hz II peso rolalilusico che no è atibuito ad A non iene nees­
sariamente attribuito ad A'. Dalla definizione riportata discende im­
mediatamente che

C(A) + PA) = 1

cioè che l'unità è sem re ottenuta sommando la credenza di un even­
to alla plausi i · tà suo comp ementare. · amente, qualora v sia
addiiva avremmo

CA) =PA)

• . solidata in letteratura; per maggiori
Questa terminologia è sufficientemente O" +,navia è importante rammentare

approfondimenti si veda, tra gli altn, Shafer [~. u che in un'accezione più ampia,
come il termine credenza sia frequentemente u! 1toan
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le probabilità. Mentre nella situazione standard la regola di Bayes for­
nisce una criterio «naturale» di aggiornamento, laquestione è meno
delin · mancanza di a · · · '

uttavia. di recente Gilboa e Schmeidler [1993] hanno fornito
una caratterizzazione, in termini di attitudine verso l'incertezza, di
due regole di aggiornamento già ampiamente utilizzate nella letteratu­
ra specializzata: la cosiddetta re ola di Dem ster e Shafer DS) e la
regola di Bayes. Quest'ultima sarà indicata in quanto segue con
proprio perché Gilboa e Schmeidler sono stati i primi a dame una
giustificazione nei termini sopra accennati. In particolare, (DS)e stata

..,caratterizzata come la regola di aggiornamento di un individuo pesi­
_mista,_mentre (GS)_come quella di un_individuo ottimista.

__,., Definizione 4: La regola di aggiornamento (DS) è data dalla seguente for­
mula

A[B) =(o(A 0B)-B))/1-(B))

mentre quella (GS) dalla

va4A [B) =v(AB)/»B)

con (B) < 1

con B)>0

Poiché senza additività si hanno due valutazioni probabilistiche,
per ciascun evento di interesse in quanto segue introdurremo due
nozioni di indi endenza tra co ie di eventi procedendo in perfetta
analogia con · caso a tuvta. 'tu spec camente, assiomatizzere­
mo nozioni di indipendenza imponendo l'uguaglianza tra probabilità
condizionate (aggiornate) e incondizionate (marginali). Secon

B ·ndichiamo una ualun ue re ola di a iornamento allora è

Definizione S: L'evento A si dice indipendente da B relativamente alla
credenza (AtcB, C-indipendenza) se v(A IB)=A) e relativamente alla
plausibilità (AiB, P-indipendenza) se e solo se «A\B) =A). Ossia
Ai,B equivale ad AiB.

Quando v(A IB) si particolarizza in (DS) e (GS) si ottengono i
seguenti risultati, di cui omettiamo la semplice dimostrazione.

per indicare cioè qualunque genere di valutazione probabilistica di un decisore. Il con­
testo chiarira al lettore in che senso interpretare il termine.
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L Proposizione 1: Per_ (DS) vale che ic soddisfa CF ed i soddisfa S, mentre
t7per (GS) vale che te soddisfa S ed ip CF'.

Il risultato appena formulato conferma perciò l'intuizione antici­
pata precedentemente. Sulla base delle definizioni introdotte e delle
regole di aggiornamento utilizzate si nota come, a_prescindere dalla

_nozione di indipendenza selezionata,_le proprietà«intermedie»elen­
cate a p. 124 non siano ora soddisfatte. Le uniche pro~rietà che so­
ravvivono sono uelle «estreme», da noi denominate · simmetria e

complementarità torte.
Ai hru aelle applicazioni questo semplicemente dice che è ora

possibile modellare in modo più flessibile, rispetto al caso di additivi­
tà, situazioni economiche in cui figuri una nozione di indipendenza.
Per esempio, se viene utilizzata la regola di aggiornamento (DS) e la
nozione di P-indipendenza l'evento A è indipendente da B se e solo
se B lo è da A. Tutte le altre proprietà, qualora fossero desiderabili
in un particolare modello, dovrebbero essere imposte dall'esterno
giacché il criterio scelto per definire l'indipendenza non le introdur­
rebbe automaticamente.

3. Implicazioni per la Teoria Economica e per la Teoria dell'Apprendi­
mento

Qualunque filone di ricerca nella Teoria Economica in cui un fe­
nomeno si interpreti mediante probabilità non-additive, e nel quale
sia necessaria una definizione rigorosa di indipendenza tra eventi (e
più in generale tra variabili casuali), può costituire un campo di ap-
plicazione dei risultati visti. .

In particolare, la Teoria dei Giochi [D?w e.Werlang 1994a; Eich­
berger e Kelsey 1994; Dimitri 1995b; Marinacci 1996), avendo pron­
tamente incorporato probabilità non-additive in ridefinizioni di giochi
formulati (essenzialmente) in forma normale, ha anche necessariamen­
te adottato appropriate nozioni di indipendenza stocastica tra le stra­
tegie giocate dai giocatori. È evidente infatti come ciò sia indispensa­
bile per una completa estensione del concetto di Equilibrio di Nash a
giochi con incertezza genuina. . • . .

Le probabilità non-additive inoltre sono gia state utilizzate anche
nella scelta di portafoglio ottimale [Simonsen e Werlang 1991, Dow e

' Anche in questo caso stiamo implicitamente assumendo che i denomina",/". • d ll ) di aomomamcnto non SI ann no.rapporti che figurano nelle espressionu 1e e rego e DC'"
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Werlang 1992] per spiegare, in termini di avversione all'incertezza
fenomeni di inerzia comportamentale osservata nei mercati finanziari
al variare dei prezzi. È plausibile attendersi che ulteriori sviluppi pos­
sano provenire proprio da quest'area, quando modelli più elaborati
dovessero includere problemi di scelta tra più attività con rendimenti
indipendenti.

In questo paragrafo ci limitiamo ad accennare ad uno dei campi
di a licazione iù naturali della nozione di indi endenza ossia l'a .
, Uren . mento. La letteratura con modelli di apprendimento e probabi­

. tà additive è ormai vastissima e ramificata in molte aree di ricerca.
Questo è il motivo principale per cui non è possibile (almeno al mo­
mento attuale) fare riferimento alla «Teoria Economica dell'Apprendi­
mento» nel senso di un'unica teoria all'interno della quale sia possibi­
le far ricadere la maggior parte dei modelli esistenti [Dimiti 1996).
Tuttavia, alcuni caratteri comuni tra questi approcci sono identificabi­
li. Tra di essi, in questa sede, risulta di particolare interesse sottoli­
neare che la letteratura consolidata sui roce i · rendimento
non sembra essere nusc1ta a ormalizzare in modo soddisfacente si-
tuazioni cli incertezza forte. ·

Da un lato, in contesti ba esiani li a enti ven ono ti ica ente
_modellati come se assero corrente dello_ spaziodegli_stati possibili
(per quanto concerne l'esperimento casuale per essi rilevante)~
robabilità additive sui ossibili stati del mondo. È chiaro che nel]'in­
tro .urre tali ipotesi alcuni aspetti ondamentali dell'incertezza genuina
vengono eliminati. In approcci alternativi si introducono invece regole
di apprendimento «ragionevoli», ma potenzialmente criticabili per il
loro essere ad hoc, al fine di modellare agenti con un grado limitato
di razionalità o di conoscenza. Per alcuni, il problema fondamentale
di questi modelli è la mancanza di fondamenti in termini di Teoria
delle Decisioni. Formalizzare_l'incertezza_genuina,_insita in talune S

_tu@azioni di apprerirreno, [rami@ pro54tilita no@dli@ve dà una
_osp.o..s.ta.aLprohleroa dei.fu dameoti ect al tempo stesso offre I oppor-
tunità di utilizzare un apparato di calcolo trattabile. . .

La letteratura in quest'area ospita ad oggi pochissimi contributi,
principalmente concentrati sulle possibili generalizzazioni dei teoremi
di convergenza probabilistica classici quali le Leggi Forte e Deboledei Grandi Numeri[Walley Fine 1982; Do e Werlang 1994b; Ma­
pinacci 1995) ..n . e Werlan}; in particolare, studiano il ruolo ?el:
l'incertezza knightianaf "ferimentoaduesemplici_schemi"!
estrazioni ripetute_da_urne. Nel_primo caso assimilano_ la loro_anali!
ad estrazioni_ripetute (con reimbussolamento)_di.palline. di due colo!
da una stessa uma di composizione ignota. Nel secondo caso invece, ad
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_estrazioni ripetute di_palline di due colori da urne diverse di composi­
zone 1gnota_,

G autori mostrano che all'interno del primo tipo di esperimenti
l mcerrezza genwna, uella cioè relativa alla frazione di alline nell'ur­
na, asintoticamente Scompare nel senso specifico che_la_medi@tempo­
_rale delle osservazioni converge con probabilità (non-additiva) pan ad
..!!!lD (vedi Appendice). In altre parole, vale la Legge Forte dei Grandi
Numeri. Ciò può essere interpretato dicendo che quando_gli_esperi­
menti casuali rt ietutu sono erce m come «sufficientemente struttura­
ti» a ecisore, ora mcertezza si risolve ne o e il 1mite
delle frequenze temporali può essere interpretato come la «vera» fra­
zione di palline presenti nell'urna.

Il secondo contesto invece presenta caratteristiche di incertezza
decisamente più «fondamentali». Gli esperimenti sono meno struttu­
rati nel senso che il decisore non uò essere certo che urne diverse
a 1ano ne 1 ue co ori ne e stesse ro orzioni. Questo schema
è evocato a ow e Werlang per illustrare due teoremi di convergen­
za con probabilità (non-additiva) pari a zero della media temporale al
di fuori di un certo intervallo, formulati per due definizioni alternati­
ve di indipendenza tra variabili casuali ". In linea di principio quindi
' · n uò essere arantito. Nel contesto dell'urna ciò
sinifica che il decisore uò non riuscire a riso vere a sua incertezza
s a razione e e p ·ne resenu ne urna.

ns tau a cw s1 e accennato sono sicuramente interessanti, pur
se preliminari, poiché gettano luce sul tipo di incertezza «tollerata»
da un processo di apprendimento che abbia successo, all'interno di
un contesto in cui vi è un numero infinito di variabili casuali. In_ge

aie sembrano indicare che l'incertezza svanisce nel lungo period
Pi,f,,à l decisore suppone che il meccanismo aleatorio, che govern
i risultati degli esperimenti, sia «sufficientemente strutturato» da po
ter essere appreso. Quando invece l'ambiente entro il quale si colloca
no gli esperimenti ripetuti non è percepito come «sufficientement
stabile» nel tempo, l'apprendimento può non avverure con probabilit
uno. . d di

Il punto cruciale è esattamente costituito dalla nozione adottata
indipendenza tra variabili casuali; è tale nozione infatti che formalizza

Le due definizioni considerate sono generalizzazioni, a n variabili casuali, dei
· · di · di d · · d Gilboa e Schmeidler (GS*) [1989] e Hendon, Ja­cnten 1n pen enza suggenu a à
b sh T (HjST) (1996). Le definizioni sono date per capac11 conv~cosen, Io e ranas . . · . . di al di robabilità sub-additi-ed i teoremi dimostrati nel lavoro si riferiscono quin caso P

ve. Per ulteriori dettagli si veda l'Appendice.
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la percezione sulla struttura intertemporale del meccanismo aleatorio.
Quelle utilizzate da Dow e Werlang nei teoremi di non-convergenza
sono appunto, in assenza di ulteriori specificazioni, idealizzate dallo
schema di estrazioni ripetute da urne diverse di composizione ignota.
Non sono cioè nozioni sufficientemente forti per descrivere un pro­
cesso in cui il decisore percepisce che le estrazioni ripetute avvengono
dalla stessa urna ".

4. Conclusioni

I Dal lavoro emerge come, anche per quanto concerne la nozione
l~ J di indipendenza tra coppie di eventi, la non-additività implichi mag­
~re flessibilità modellistica rispetto all' addit1vita. Sulla base delle de-

z1oru dì indipendenza discusse nella prima parte del capitolo si
evidenzia uno schema ben definito di allontanamento dal caso proba­
bilistico «standard». Abbiamo inoltre argomentato come sia ragione­
volmente possibile introdurre, per qualunque regola di aggiornamen­
to, due nozioni di indipendenza tra coppie di eventi. In questo caso,
la scelta su quale tra le due nozioni debba essere selezionata dovrà
necessariamente rifarsi ad un criterio esterno (atteggiamento nei con­
fronti dell'incertezza o altro).

Abbiamo inoltre accennato ad alcuni risultati con esperimenti ri­
etuti ed incertezza knightiana, ottenuti con criteri di indipendenza
ternatuv1 a que · a noi scuss1. ns tau m cano come a_
4é l'incertezza possa risolversi el_tempo,e la forma investigata di
apprendimento quindi realizzarsi,è necessario che l'ambiente entro il
quale si estrinseca il processo di apprendimento stesso sia percepito
come stazionario da un decisore, Nei casi in cui tale struttura manchi

_non si hanno _necessariamente_risultati di_ impossibilità, ma ugualmen­
te non st ottengono proposizioni di convergenza.

E largamente accettato come una delle caratteristiche distintive
_dei sistemi economici sia rappresentata a feelEiE esistente!a
aspettative e stato del mondo. L'attiyità di apprendimento influenza
la configurazione_di guest'ultimo che a sua volta, tipicamente, .dcier-

Il In termini tecnici ciò che accade, utilizzando le definizioni di es· e HJST, è
che il Core della capacità convessa definita sullo spazio di turi i possibili sentieri cam­
pionan tupicamente non contiene solo distribuzioni di probabilità che si riferiscono 4
variabili indipendentemente ed identicamente distribuite. Ciò è importante perché i
tcorcmJ sono basau tn modo cruciale sulla relazione biunivoca che esiste tra una capa­
cità ed il suo Core.
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mina la nuova previsione. Da questo punto di vista perciò l'indagine
di Do e Werlang discussa precedentemente non incorpora alcuni
degli elementi caratterizzanti dei processi di apprendimento pertinenti
alla teoria economica. Non si riferisce cioè esplicitamente ad un mo­
dello economico in c_ui la media temporale rappresenti una regola di
apprendimento individuale, il valore della quale contribuisca a defini­
re lo stato del mondo (ad es. il valore di determinate variabili econo­
miche). Sembrerebbe cioè importante modellare in maniera esplicita
che una fonte cruciale di incertezza, nel senso di Knight, è rappresen­
tatapropri@dal Raro_che gli agenti_sono consapevoli_diimiti$nzare]
coEloroazionilo sta~o :<!éT_m_ogd_o, ~non ~~!!._n.9..-~~~nll.~-~n.te in \\chemodotaleinfluenzasi eserciti. Esemplificando, una strada per
formalizzare l'incertezza degli individui-su come le loro aspettative in­
cidono sullo stato del mondo potrebbe essere proprio quella di -intro- , \
dùrr~ agenti con probabilità non-ad~~~e sul_ legame che sussistet
previsioni relative al valore delle vanabili ed il valore stesso. ',
Abbiamo argomentato che la questione fondamentale è rappre- '
sentata dal grado di correlazione intertemporale, percepito dagli agen­
ti economici, tra le variabili casuali di loro interesse. Questo in termi­
ni formali si traduce nella scelta, tra le molte possibili, della nozione
di indipendenza fra le variabili rilevanti. Tale questione perciò sem­
bra rappresentare un terreno interessante di ricerca per meglio com­
prendere i meccanismi che possano condurre gli agenti a formulare o
meno previsioni corrette.

5. Appendice

Quest'Appendice ha lo scopo di mostrare e discutere brevemente
alcuni dei concetti e dei risultati principali che compaiono in Dow e
Werlang [199461 . . . .. d" d nza di GS"' e

Enunciamo innanzitutto le definizioni di m ipen e n
HJST per due capacità convesse, v e , definite entrambe su?"·
Siano C

1
e C,, rispettivamente, il Core di v, e quello di v~, ~1 E. 1 e

C di "b . ' di robabilità additive e ,, la distnbuzionep2 E 2 stn uz1oru 1 pr di • di d nza tra
di probabilità prodotto che si ottiene nel caso In pen e
esperimenti casuali. Allora:

u Cosl al dc in una patte dei contributi esistenti sull'apprendi-come per Itro acca ...
mento con probabilità additive. .

131



Definizione (Al): (Indipendenza es•) La misura prodotto non-additiva
v1®cs•V2 è data dalla probabilità non-additiva il cui Core è definito
come segue:

C»,arv) = Chiusura convessa ({p, :,eC, e pCG,})

Definizione (A2): (Indipendenza HJST). La minima misura prodotto non­
additiva e convessa v,#sr, è data dalla probabilità non-additiva il cui
Core è definito come segue:

Cv,&rr) = {qadditiva su2"X2"%:4EF)u,E)»,F), VE,F e2%}

È importante chiarire quale differenza sussista tra le nozioni discus­
se nella prima parte di questo lavoro e le due definizioni di cui sopra.
Per quanto concerne le prime si tratta di definizioni che interessano
coppie di eventi, eventualmente estensibili ad n eventi. In altri termini,
non specificano necessariamente in modo univoco l'intera distribuzione
di probabilità non-additiva sullo spazio prodotto degli stati.

Questo invece vale sia per GS" che per HJTS le quali, implici­
tamente, suggeriscono inoltre come una nozione di indipendenza
per coppie di eventi A e B possa essere fornita dalla condizione
v(AB)=A)vB). Ovviamente, anche GS* e HJST sono immedia­
tamente estensibili ad n componenti.

Per meglio comprendere cosa distingua questi due criteri si consi­
deri il seguente semplice esempio discusso in Dow e Werlang.

Esempio (Al): Sia .Q= {a,b}, v1(a) =s=vla), v,(b) =t=vlb), con
0<s+ t< 1. Allora è immediato verifcare che per l'evento (aXa) si ottie­
ne:

,a·v,)aXa) = ??= (v,#rv,)aXa)

cioè, tipicamente, su eventi prodotto le due definizioniforniscono la stessa
valutazione probabilistica.

Tuttavia su eventi non-prodotto, ad esempio {(aka) u(aXb) u
(bXa)} (unione di eventi prodotto), le definizioni possono fornire valuta­
zioni probabilistiche diverse. In particolare, è possibile verificare che

,a) ({aXa) u(ab) u(bXa)}))=52-s)

mentre

,mar) ({(aka) u (aXb) U(bXa)}) <42-s)
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Come sottolineato da Dow e Werlang, in un ceno senso la defini­
zione GS* può essere considerata quella naturale, mentre la definizio­
ne HJST definisce un limite inferiore a definizioni alternative di pro­
babilità non-additive prodotto.

Discutiamo ora i teoremi di convergenza. Consideriamo la funzio­
ne di probabilità non-additiva v, convessa e definita su 22. Inoltre sia

oppure

In altre parole, V è la distribuzione di probabilità che si ottiene
dalla combinazione indipendente della probabilità non-additiva v con
se stessa un numero (possibilmente infinito) di volte. Più esplicita­
mente quanto sopra descrive la situazione in cui vi è una sequenza di
esperimenti casuali sui quali è definita una distribuzione di probabili­
tà non-additiva ottenuta mediante la nozione di indipendenza GS* o
quella HJST. Tali nozioni, come abbiamo esemplificato sopra, posso­
no assegnare probabilità diverse agli stessi insiemi e ciò significa che
C(V) potrà essere diverso secondo che si utilizzi l'una o l'altra defini­
zione. Questa osservazione è utile per comprendere l'idea che sotto­
stà ai tre risultati che andiamo ad enunciare, i quali rappresentano
una versione succinta, rispettivamente, dei Teoremi 2, 3 e 4 in Dow e
Werlang. Le variabili casuali che compaiono negli enunciati saranno
indicate con X, i= 1,2,..., ed inoltre per assunzione E,(X,) =E,,),
i=2,..., dove E,X,) indica il valore atteso della variabile X, calco­
lato tramite la sommatoria (l'integrale) di Choquet, della vanabile X,
rispetto alla probabilità non-additiva v. . . . .

Il seguente esempio illustra il caso più semplice di sommatona di
Choquet.

Esempio (A2): Consideriamo, come nell'esempio A1, ={ab}, v,(a)=s,
)=, or o<+<1.inoltre sia X@)' =_x,e}) 53y,"

e y sono numeri reali tali che x>y. Allora E,(X,) = xs+ 1 - s e
- E,(-X,)= 1-)+yt. Poiché v è convessa sarà - E,(-X,)>E,X).
La de,, ,h · ~ le d · E (X ) per variabili discrete o continue,none genera u •> • 989; Gilboa eestende quella mostrata nell'esempio [Schmeidler 198%
chmeidler 1993].

Siamo ora in grado di presentare i primi due risultati.
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Proposizione (A1): Supponiamo che la nozione di indipendenza sia quella
di HJST e sia inoltre S, la media temporale delle prime k variabili casuali.
Allora con V probabilità zero S, converge fuori dall'intervallo [E,(X,),
- E-X)I.

Proposizione (A2): Supponiamo che la nozione di indipendenza sia GS" e
sia inoltre S, la media temporale delle prime k variabili casuali. Allora,
con V probabilità uno, se S, converge il suo limite si trova all'interno
dell'intervallo [E,(X,),- E,(-X)I.

È da notare che la Proposizione Al, in presenza di probabilità
non-additive, non implica necessariamente che la convergenza avven­
ga con probabilità uno all'interno dell'intervallo indicato. Infatti, que­
sto è un evento che a sua volta potrebbe verificarsi con probabilità
zero. Infine, supponiamo che V non sia ottenuta come (*) o (**);
allora la seguente conclusione è valida.

Proposizione (A3): Supponiamo che le distribuzioni di probabilità in C(V)
si riferiscano esclusivamente a variabili casuali i.i.d. e sia inoltre S, la me­
dia temporale delle prime k variabili casuali. Allora con V probabilità uno
S, converge ad un punto nell'intervallo E,(X,), - E,(-X,)].

Per meglio comprendere l'intuizione sottostante i risultati è im­
portante rammentare che, data la convessità di v, vale che

e
E,X,) =min,e»E,X,

-E,-X,) = max,cwE,X.

In altri termini, l'intervallo entro il quale la convergenza di S, può
o meno avvenire è delimitato dal minimo e dal massimo valore atteso
di Xi, relativamente all'insieme delle distribuzioni additive in CV).

In ciascun istante la distribuzione di probabilità non-additiva de­
termina una probabilità superiore ed una inferiore per ciascun evento
sul quale la probabilità è definita. L'intervallo delimitato da queste
due valutazioni può essere interpretato come quello che, nell'opinione
del decisore, contiene la vera valutazione probabilistica relativa all'e­
vento di interesse. Quindi, il comune denominatore dei tre risultati è
che la media temporale delle osservazioni converge con probabilità
nulla ad un valore atteso che non sia ottenibile con distribuzioni (ad­
ditive) provenienti da CV).
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