Indipendenza tra eventi
con probabilita non-additive
di Nicola Dimitri

1. Introduzione

La nozione di probabilita tipicamente utilizzata in letteratura eco-
nomica ¢, da un puntq-divista _formale, caratterizzata da una serie di
_proprieta tra le quali \ddjtivitg)ricopre un ruolo fondamentale. Que-
sta assunzione implica [a ben nota_regola per calcolare la probabilita
dell'unione di eventi incompatibili, come somma delle probabilita dei

singoli eventi. Da questa regola consegue che la somma delle proba-
bilita di 1

Y

un_evento e del suo complementare & uno.

Quanto sopra & talmente consolidato, ed anche cosi intuitivo, che
non sempre tutte le conseguenze dell’additivitd vengono esaminate
con attenzione. La considerazione precedente illustra appunto come

_Ta probabilits di un certo evento A, ossia P(A), sia uguale a 1— P(A°)
—dove A" ¢ Tevento complementare. Cid implica che tutto il «peso

—probabilistico» che un individuo non & disposto ad attribuire all'acca-
i eve e ribuito_automaticamente al suo complemen-

tate, indipendentemente dall'informazione che I'agente ha a glisposigTo-
_ne nel formulare la propria valutazione probabilistica su tali eventi.
Questa ¢ Timplicazione principale dell'additivita che, al tempo
stesso, .costituisce il punto_di partenza per 'introduzione di probabili-
14 non-additive. _ .
Cid pud essere illustrato mediante il seguente semplice esempig.
Consideriamo probabilita additive ed un evento A tale ghe P(A)=1/2;
allora anche P(AY=1/2 ossia A ed A" sono equiprobabilz. ucsta va-
lutazione puo plausibilmente scaturire dalle seguenti due situaziont in-
formative diametralmente opposte: N .
/) Tindividuo non possiede alcun tipo di informazione su A e su
4" norm_mmm'o—mm-
simiglianza degli eventi in questione; o
5) ’indivi?ho ¢ erfettgmente informato sulla ve.ro.smu;éll;anz? de-
Wsmﬂ?& un :;11::
contenente palline di due colori diversi & esattamente un

re ed 1/2 dell’altro.
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Cid significa che il valore 1/2 non rivela quale sia la situazione
_informativa dell agente che sta formulando la valutazione probabilst.
ca. In un certo senso, non esprime quanto un agente stesso abbia
fiducia nella propria valutazione. In effetti, nel primo dei due cas
considerati, sembrerebbe ragionevole immaginare che I'agente possa
essere meno sicuro della propria formulazione probabilistica. Nelle
due situazioni la probabilitd coincide perché ad esempio, quando vi &
completa ignoranza, & ibj are a favore del principio di
one i ' i uiprobabilitd (uniformita). Que-
st'ultima, insieme all'additivitd, implica poi il risultato.
Consideriamo di nuovo la situazione descritta in ), all'interno
della quale perd apporti eguente variazione. Supponiamo di
mantenere inalterata l'ipotesi di distribuzione probabih_'s—t%gmﬁrm
sugli eventi A e A°, ma immaginiamo ora di definire le loro probabili-
13 in modo tale che, ad esempio P(A)=1/3=P(A°), ossia di definire
su di essi probabilita non-additive (sub-additive in questo caso) nel
senso che la loro somma ¢ diversa da uno'. Cosi formulate, le proba-
bilita_potrebbero allora rivelare Tignoranza informativa dell'individuo
_relativamente ad entrambi gli eventi'. In altre parole, abbandonare
_Lipotesi di_additivita rende possibile modellare un agente economico
le cui valutazioni probabilistiche quantificano, simultaneamente, sia la
credenza soggettiva dell'individuo circa 'accadere dell’evento in que-
stione, sia |'affidabilita, nell'opinione dell’individuo stesso, di tale cre-
denza’. Cio implica una maggiore flessibilita modellistica che pud es-
_sere utilizzata per formalizzare alcune situazioni di incertezza genuina
Tassimilabili all'incertezza nel senso di Knight), quando il decisore co-
nosce l'insieme dei possibili risultari di nn esperimento casuale ma
-hon _necessatiamente possiede—informazioniaffidahili _per valutare
quanto siano_verosimili ‘.
Introdurre una nozione di probabilita in cui 'additiviti venga a
mancare implica ovviamente che una serie di aspetti teorici, validi nel

" La definizione rigorosa di funzione di probabilita non-additiva sard formulata

nel pzaragrafo seguente. ¢

Dow e Werlang [1992) discutono anche I'interpretazione di 1-P(A)-PA)

come misura di atteggiamento verso I'incertezza genuina (in contrapposizione al «fi-
schio» nel senso di Knight) di un individuo,

e [1’9%]1510 punto di vista coincide sostanzialmente con quello esposto in Schmeid-

* Un altro tipo di incertezza
sede, concerne la definizione da
esempio, un individuo pud non
a non conoscerne ovviamente la

genuina, di cui perd non ci occuperemo in questd
parte del decisore dello spazio degli stati P°,$5‘b'h'
sapere di quanti colori sono le palline in un’urna oltre
composizione.
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caso standard, debbano essere rielaborati per rendere la nozione stes-
sa completamente operativa nelle applicazioni economiche. In partico-
lare, il presente lavoro si propone di discutere brevemente

re . : il_conc
di indipendenza tra eventi, concentrandosi principalmente sulle diffe:
renze che sorgono rtispetto al caso di additivita.

2. Probabilita additive vs non-additive

Supponiamo che & sia l'insieme (finito) dei possibili risultati di
un_esperimento casuale e che A, B<Q siano due eventi qualunque,

con A, B€2”, dove 2” rappresenta l'insieme di tutti i possibill eventi
'Insi . E ben noto come la_nozione «standard» di
probabilita sia formalizzata da una funziope p; 2”°—[0.1] tale che:

a) v(@)=0p(Q)=1 (normalizzazione)
b) v(A UB)=v(A) +v(B) —v(A N B) (additivita)

Da queste due proprieta discende immediatamente che

¢) AnB=0 =>uA UB)=v(A)+uv(B)
d) A €B =v(A) <v(B) (monotonicita)

| I Definizione 0: Una funzione di probabilita si dice non-additiva se :oddiffa’

(a) e (d), ma non necessariamente (b).

i
Tale funzione viene-detta matematicamente . Quando (b)
non vale v pud av alunque é e (a) e (d)

& interessante introdurre le seguenti due
| poiché rivestono un ruolo importante nella

letteratura in questione.

Definszione 1: v é convessa (concava) se

(1) (A UB)+v(A NB) > (<)v(A)+v(B)*

. - ; i Coredi v
* Se v & una capacit3, una nozione importante associata a v ¢ quella di Core di ),
Clv), definito come siguc: Clw) = {p : plA)2v(A), YA €2, CQ‘E‘,P _p"?b;ibm:gbai%;
va). In altri termini, C(v) rappresenta l'insieme di tutte le dl:lfﬂ uzioni eﬁa o
additive tali che, per ogni evento, la probabilita non risulta inferiore a q:lazione e
dalla capacita. Vi & quindi una relazione biunivoca tra v € Clv). Questa :) uzione e
ste un ruolo importante nella teoria e, in questo lavoro, sard esaminata con p
attenzione nell’Appendice. . ‘ o
¢ Si no;'ucorr’xfe dalla (1) si deduca che 1=v(A UA-)Z('S)D(AHﬁa)édY:wi: .
In altre parole la convessita e la concavitd implicano, rispetuvamente,
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L'importanza di tali definizioni deriva dal fatto che la convessita
(concavitd) sono state associate, rispettivamente, ad un individuo pes-

simi 1 polaritd concernenti |'attegeiamento

)

verso |'ince i un individuo (avversione/propensione) .

Se si assume additivita la probabilitd di un evento A viene aggior-
_nata, una volta noto che I'evento B si & verificato, mediante la nota
regola di Bayes della probabilita condizionata

v(A/B)=v(A NnB)/v(B) con wv(B)>0

11 criterio & largamente accettato nelle versioni soggettiva e ogget-
tiva della probabilita. Tale regola viene utilizzata_per definire la_no-

_zione di indipendenza probabilistica tra_coppie di eventi (geperalizza-

bile ad 7 eventi) nel modo seguente:

Definizione 2: Si dice che l'evento A & indipendente dall’evento B (sinteti-
camente AiB) se v(A|B)=v(A).

Quando A:B, si ottiene la nota fattorizzazione (generalizzabile ad
n eventi)

v(A nB)=v(A)v(B)

(definita anche per »(A)=0=y(B)) la quale, se »(A)>0, implica
v(B|A)=uv(B), cio¢ BiA. Inoltre, se anche v(A°)>0 e v(B) >0 si ot-
tengono, nel complesso, le seguenti proprieta della relazione 7 di indi-

pendenza tra coppie di eventi:
— AB<>BiA (simmetria; )
— AB<>AB (complementarita* debole, C*D)
— AB<>BiA (complementarita debole; CD)
— AB <> AB° (complementarita* forte; C*F)
— AB <> BiA° (complementarita forte, CF)

Naturalmente tutto cié & ben noto; tuttavia, non & possibile fare a

superadditivita. Con questo si intende che la somma delle probabilita di eventi disgiun-
ti ed esaustivi pud essere strettamente minore o maggiore di 1.

" Per maggiori dettagli s . as. . 1989] €
Gilboa ¢ Schiilo {19ag S QUesto aspeto vedi, tra gl alr, Schmeidler {
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meno di sottolineare quanto «ricca, in termini di numero di proprie-
ta soddisfatte, sia la relazione di indipendenza quando le probabilita
sono additive. In altre parole, una volta j 'indi i
A da B vengono incorporati automaticamente in un modello tutti gli
~altri legami di indipendenza. In questo senso I'additivita sembra im-

plicare un «notevole» grado di rigidita, poiché impone a chi modella
di accettare tutte le proprieta di cui sopra o nessuna di esse.

E interessante rimarcare come da § e C*F (o CF) non si possa
ottenere C*D (o CD) senza introdurre esplicitamente I'additivita. In-
vece, ad esempio, partendo da § e C*D (o CD) ¢ possibile ottenere
C’F o CF (e viceversa). In altri termini, sembra che le proprieta «in-
termedie» (C*D e CD), ossia quelle in cui compare il complementare
di un solo evento, siano in qualche modo quelle «distintive» dell'ad-
ditivita. Tale considerazione trova conferma nell'analisi che segue,
concernente la nozione di indipendenza con probabilita non-additive.

Tuttavia, prima di iniziare la discussione & opportuno introdurre
le seguenti definizioni.

Definizione 3: Sia v una funzione di probabilita non-additiva. Allora
C(A)=u(A), dove C(A) indica la Credenza relativa all'evento A, e
P(A)=1-w(A°) dove P(A) indica la Plausibilita relativa all'evento A"

Piu esplicitamente, senza additivita in generale & possibile formu-

lare due valutazioni probabilistiche relativamente ad un evento, gtac-
ché 1T peso probabilistico che non_ ¢ attribuit neces-

_sariamente attribuito ad A°. Dalla definizione riportata discende im-

mediatamente che
C(A) + PA°) =1

cioé che ['unita & sempre ottenuta sommando la credenza di un even-
_to alla plausibilita del suo complementare. Ovviamente, qualora v sta

additiva avremmo

C(A)=P(A)

ossia che le due valutazioni probabilistiche coincidono. iia & addi-
Cosl come per 1 caso in cui la distribuzione di probabtiia

5 . . . . . . e
tiva, quando v & non-additiva si pone il problema di come agglornax

. : data in letteratura; per maggiori

* Questa terminologia & suﬂiqememcnte ccnso'lll'd“a .':é ; mponan'teprammemm

approfondimenti i veda, tra gli altri, Shafer [1976). um;,w in un'accezione pid ampia,
come il termine credenza sia frequentemente utilizzato anche
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le probabilita. Mentre nella situazione standard la regola di Bayes for-
nisce una criterio «naturale» di aggiornamento, la_qgwo
una caratterizzazione, in termini di attitudine verso lincertezza, di
due regole di aggiornamento gia ampiamente utilizzate nella letteratu-
ra specializzata: la cosiddetta regola di Dempster e Shafer (DS) e la
regola di Bayes. Questultima sara indicata in quanto segue con (GS)
proprio perché Gilboa e Schmeidler sono stati i primi a darne una
giustificazione nei termini sopra accennati. In particolare, (DS) & stata

caratterizzata_come la regola di aggiornamento di un_individuo pesg-
_ mista, mentre (GS) come quella di_un_individuo ottimista.

——>  Definizione 4: La regola di aggiornamento (DS) & data dalla seguente for-

mu

vps(A|B)=(w(A UB)—v(B))/(1—-v(B)) con o(B)<1
mentre quella (GS) dalla

vs(A|B)=v(A NB)/v(B) con  v(B)>0

Poiché senza additivita si hanno due valutazioni probabilistiche,
—per_ciascun evento di_interesse, in quanto segue introdurremo due
nozioni di indipendenza tra coppie di eventi procedendo in perfetta
analogia con il caso di additivita. Piu specilicamente, assiomatizzere-
mo nozioni di indipendenza imponendo I'uguaglianza tra probabilita
condizionate (aggiornate) e incondizionate (marginali). Se con
v(A|B) indichiamo una qualunque regola di aggiornamento, allora &

-possibile enunciare la seguente definizione.

Definizione 5: L'evento A si dice indipendente da B relativamente alla
credenza (AicB, C-indipendenza) se (A|B)=u(A) e relativamente alla

plausibilita (AipB, P-indipendenza) se e solo se w(A°|B)=wv(A°). Ossia
ApB equivale ad A‘iB.

Quando »(A|B) si particolarizza in (DS) e (GS) si ottengono i
seguenti risultati, di cui omettiamo la semplice dimostrazione.

per indicare cio¢ qualunque genere di valutazione probabilistica di un decisore. Il con-
testo chiarira al lettore in che senso interpretare il termine.
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Proposizione 1: Per (DS) vale che ic soddisfa CF ed ip soddisfa S, ment
per (GS) vale che i¢ soddisfa S ed iy CF", ip soddisfa S, mentre

1l risultato appena formulato conferma percid I'intuizione antici-
pata precedentemente. Sulla base delle definizioni introdotte e delle
regole di aggiornamento utilizzate si nota come, a_prescindere dalla

_nozione di indipendenza selezionata, le_proprieta_cintermedie»_elen-
cate a p. 124 non siano ora soddisfatte. Le uniche proprieta che so-
pravvivono sono quelle «estreme», da noi denominate di simmetria e

complementarita forte.

Al hini delle applicazioni questo semplicemente dice che & ora
possibile modellare in modo piu flessibile, rispetto al caso di additivi-
ta, situazioni economiche in cui figuri una nozione di indipendenza.
Per esempio, se viene utilizzata la regola di aggiornamento (DS) e la
nozione di P-indipendenza 'evento A & indipendente da B se e solo
se B lo & da A. Tutte le altre proprieta, qualora fossero desiderabili
in un particolare modello, dovrebbero essere imposte dall’esterno
giacché il criterio scelto per definire I'indipendenza non le introdur-
rebbe automaticamente.

3. Implicazioni per la Teoria Economica e per la Teoria dell'Apprendi-
mento

Qualunque filone di ricerca nella Teoria Economica in cui un fe-
nomeno si interpreti mediante probabilita non-additive, e nel quale
sia necessaria una definizione rigorosa di indipendenza tra eventi (e
pit in generale tra variabili casuali), pud costituire un campo di ap-

licazione dei risultati visti. .
P In particolare, la Teoria dei Giochi [Dow e Werlang 1994a; Eich-
berger e Kelsey 1994; Dimitri 1995b; Marinacci 1996, avendo grorl;-i
tamente incorporato probabilita non-additive in ridefinizioni di gioc
formulati (essenzialmente) in forma normale, ha anche necessariamen-
te adottato appropriate nozioni di indipendenza stocastica .tr:ﬁ le stra:
tegie giocate dai giocatori. E evidente infatti come c:i)li ks)ug u:ﬁ sisen;aa
bile per una completa estensione del concetto di Equilibrio ai Nas
iochi con incertezza genuina. . -
y Le probabilita nogn-additive inoltre sono gia statle unlllgtz)alt‘c I;nchz
nella scelta di portafoglio ottimale [Simonsen e Werlang 1991; Dow

* Anche in questo caso stiamo implicitamente da;ssun_lcndomccl:lcwl :oe:zmzﬂn c(l)u
i joni orna ;
rapporti che figurano nelle espression! elle regole di aggs
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Werlang 1992] per spiegare, in termini di avversione all'incertezz,
fenomeni di inerzia comportamentale osservata nei mercati finanziar
al variare dei prezzi. E plausibile attendersi che ulteriori sviluppi pos-
sano provenire proprio da quest'area, quando modelli pid elaborat
dovessero includere problemi di scelta tra piu attivita con rendimenti
indipendenti.
In questo paragrafo ci limitiamo ad accennare ad uno dei campi
di applicazione piu naturali della nozione di indipendenza, ossia I'ap-
rendimento. La letteratura con modelli di apprendimento e probabi-
E'té additive & ormai vastissima e ramificata in molte aree di ricerca.
Questo & il motivo principale per cui non & possibile (almeno al mo-
mento attuale) fare riferimento alla «Teoria Economica dell’ Apprendi-
mento» nel senso di un’unica teoria all'interno della quale sia possibi-
le far ricadere la maggior parte dei modelli esistenti [Dimitri 1996].
Tuttavia, alcuni caratteri comuni tra questi approcci sono identificabi-
li. Tra di essi, in questa sede, risulta di particolare interesse sottoli-
neare che la letteratura consolidata sui processi di apprendimento

non sembra essere riuscita a formalizzare in modo soddisfacente si-
tuazioni di incertezza forte.

Da un lato, in contesti bayesiani gli agenti vengono tipicamente
_modellati come se Tossero al corrente dello spazio degli_stati possibili
(per quanto concerne | esperimento casuale per essi rilevante) e con
_probabilita additive sui possibili stati del mondo. E chiaro che nellin-
trodurre tali ipotesi alcuni aspetti fondamentali_dell'incertezza genuina
vengono eliminati. In approcci alternativi si introducono invece regole
di apprendimento «ragionevoli», ma potenzialmente criticabili per i
loro essere ad hoc, al fine di modellare agenti con un grado limitato
di razionalita o di conoscenza. Per alcuni, il problema fondamenta!e
di questi modelli & la mancanza di fondamenti in termini di Teoria
delle Decisioni. Formalizzare I'incertezza genuina, insita in talune st
_tuazioni di apprendimento, tramite p[obfgﬂﬁma
isposta_alprablema del fondamenty. ed al tempo stesso ofire Toppor-
tunita di utilizzare un apparato di calcolo trattabile. _
_La letteratura in quest’area ospita ad oggi pochissimi contributl,
principalmente concentrati sulle possibili generalizzazioni dei teorem
convergenza probabilistica classici quali le Leggi Forte € Debole

d_ei Grandi Numegi [Walley.¢ Fine 1982; Dow e Werlang 1994b; Ma-
rinacci 1995). Day_e Werlan}, in particolare, studiano il ruolo del-
_ l'incertezza knightiana iferimento. a_due.semplici Ll
_estrazioni ripetute da urne. Nel primo caso assimilano la loro analis
ad estrazioni ripetute (con reimbussolamento)_di. palline. i due color!
da una stessa urna di composizione E‘gm‘g,wmvece, ad
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_estrazioni ripetute di palline di due colori da urne diverse di composi-

zione_ignota.
Gli autori mostrano che allinterno del primo tipo di esperimenti
l’incer'tezza. genuina, quella cioé relativa alla frazione i pailine nell"ut-
D3, asintoticamente scompare nel senso specifico che la media tempo-
rale delle osservazioni converge con probabilita (non-additiva) pan ad
uno (vedi Appendice). In altre parole, vale Ta Legge Forte dei Grandi
Numeri. Cid pud essere interpretato dicendo che quando gli esperi-
_menti casuali ripetuti sono percepiti come «sufficientemente struttura-
ti» dal decisore, allora I'incertezza_si_risolve nel tempo ed il Limite
~delle frequenze temporali puo essere interpretato come la «vera» fra-
zione di palline presenti nell'urna.
Il secondo contesto invece presenta caratteristiche di incertezza

isamente piu_«fondamentali». Gli esperimenti sono meno struttu-
rati nel senso che il decisore non pud essere certo che urne diverse

_abbiano palline di due colori nelle stesse proporzioni. Questo schema
¢ evocato da Dow e Werlang per ilustrare due teoremi di convergen-
za con probabiliti (non-additiva) pari a zero della media temporale al
di fuori di un certo intervallo, formulati per due definizioni alternati-
ve di indipendenza tra variabili casuali . In linea di principio quindi

Japprendimento non pud essere garantito. Nel contesto dell’urna cio

_significa che il decisore pud non riuscire a risolvere la sua incertezza

_sulla frazione delle palline presenti nell'urna.

I risultati a cul si € accennato sono sicuramente interessanti, pur
se preliminari, poiché gettano luce sul tipo di incertezza :(tollerata».
da un processo di apprendimento che abbia successo, all'interno di
un contesto in cui vi & un numero infinito di variabili casuali. Q'_gae
| nerale sembrano indicare che I'incertezza svanisce nel lungo perio
quando il decisore suppone che il meccanismo aleatorio, che govern
i risultati degli esperimenti, sia «sufficientemente strutturato» da po
ter essere appreso. Quando invece I'ambiente entro il quale si colloca
no gli esperimenti ripetuti non & percepito come «suﬂiuenten;)e&t
stabile» nel tempo, I'apprendimento pud non avvenire con probabilit
uno. . :

1l punto cruciale & esattamente costituito dalla nozione adottaatla;zgal
indipendenza tra variabili casuali; & tale nozione infatti che form

o L casuali. dei
" efinizioni iderate sono generalizzazioni, an variabili casuali,
criteri dlpein(cii?;e:dcnza 2?3;;?3 da Gilboa e Schmeic!lcr (GS*) [1989] e Hgndon,el:;
cobsen, Sloth e Tranzs (HJST) [1996). Le definizioni sono dx:itie pf:rb c;mgtsu;?:;did.

ed i teoremi dimostrati nel lavoro si riferiscono quindi al caso di proba

ve. Per ulteriori dettagli si veda I'Appendice.
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la percezione sulla struttura intertemporale del meccanismo aleatorio,
Quelle utilizzate da Dow e Werlang nei teoremi di non-convergenza
sono appunto, in assenza di ulteriori specificazioni, idealizzate dallo
schema di estrazioni ripetute da urne diverse di composizione ignota.
Non sono cioé nozioni sufficientemente forti per descrivere un pro-

cesso in cui il decisore percepisce che le estrazioni ripetute avvengono
dalla stessa urna".

4. Conclusioni

Dal lavoro emerge come, anche per quanto concerne la nozione

t5 1di indipendenza tra coppie di eventi, la non-additivitd implichi mag-

=~ agiore flessibilitd modellistica rispetto all'additivita. Sulla base delle de-

hnizioni di indipendenza discusse nella prima parte del capitolo si

evidenzia uno schema ben definito di allontanamento dal caso proba-

bilistico «standard». Abbiamo inoltre argomentato come sia ragione-

volmente possibile introdurre, per qualunque regola di aggiornamen-

to, due nozioni di indipendenza tra coppie di eventi. In questo caso,

la scelta su quale tra le due nozioni debba essere selezionata dovra

necessariamente rifarsi ad un criterio esterno (atteggiamento nei con-
fronti dell'incertezza o altro).

Abbiamo inoltre accennato ad alcuni risultati con esperimenti ri-

in d

Detuti_ed incertezza knightiana, ottenuti con criteri di indipendenza
alternativi a quelli da nor discusst. Tall risultat indicano come amin-

\C..Hé l'incertezz ] 1 po, e la forma_investigata di
apprendimento_quindi.realizzarsi; & necessario che 'ambiente entro il
uale si estrinseca il pr i i stesso _sia_percepito

__come stazionario da un decisore, Nei casi in cui tale struttura manchi
_non si_hanno necessariamente risultati_ di impossibilita, ma ugualmen-

te non sl ottengono izioni_di convergenza.
E largamente accettato come una delle caratteristiche distintive
dei_sistemi economici sia_rappresentata_dal_feedback-esistente _tra
aspettative e stato del mondo, L'attivita di apprendimento_influenza
Ja_configurazione di quest'ultimo che a_sua volta, tipicamente, deter-

'" In termini tecnici cid che accade, utilizzando le definizioni di GS* ¢ HJST, &
cl_'nc il .Co.re' della capacita convessa definita sullo spazio di tutti i possibili sentieri cam-
pionan tpicamente non contiene solo distribuzioni di probabilita che si riferiscono 2
variabili indipendentemente ed identicamente distribuite. Cio & importante perché i

teoremi sono basati in modo cruciale sulla relazione biunivoca che esiste tra una capa-
citd ed il suo Core.
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