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VALIDITA TEORICA
DI UNA IMPOSTAZIONE NEOCLASSICA

DELLA FORMAZIONE DEL CAPITALE

1. Mentre sarebbe assurdo volere impostare un discorso
sulla validità empirica degli schemi walrasiani, il riconoscimen
to della loro fecondità euristica rende ancora attuale la discus
sione della loro coerenza logica e della significatività economica
delle soluzioni. Sotto questo aspetto, a mio avviso, il tempo sta /
faticosamente rendendo giustizia anche in Italia ai modelli wal
rasiani.

Negli ultimi anni vi è stata qui da noi una grossa diseus
sione, cui banno partecipato numerosi economisti e al centro del
dibattito s'è posto il problema dell'esistenza di solzioni econo
micamente· significative del modello con accumulazione di ca
pitale.

Come è ben noto alras non forni alcuna dimostrazione
dell'esistenza di soluzioni del suo modello. La prima prova di
esistenza di soluzioni ( e di unicità) è stata fornita da ald.
Seguirono le brillanti dimostrazioni di ArTo, Debreu, McKen
zie, Gale, Dorfman Samuelson e Solo, Kuhn per citare i
più noti.

Essi si avvalsero dei più moderni strumenti della topologia
e utilizzarono ampiamente il teorema del punto fisso di Brower
o quello più generale di Kakutani. Tutte queste dimostrazioni
tuttavia, concentrurono la loro attenzione sul modello di scam
bio o s quello di produzione o simultaneamente su entrambi, ma
trascurarono il problema dell'accumulazione del capitale che pre
sentava le maggiori complessità, anche per la non cristallina de
finizione delle ipotesi sottostanti il modello.

Tuttavia anche per il modello completo, comprendente cioè
il problema dell'accumulazione, è stata fornita una ineccepibile
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. . . . . di soluzioni economicamente signifi.
dimostrazione di esistenza 19G0. 'Tale dimostrazione ap.
cative da parte di Morishima nel 1! ! .,, ·il trdi iv e]

. ·. 1a4ionalòkonomie e pi ara1 mc!usa
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e i '·l .. tit accanirsi sul modello walrasiano di'os au namo sen I o ,

I
• ·ù d'. •ate e talvolta almeno appaaccumulazione le accuse pi Ispar: " .

rcntemente contl·addittorie, di indeterminazione e di sovrade.
terminazione. . .

Neppure il riconoscimento della validità della dimostrazione
di Morishima ha tuttavia acquietato le acque: contro il modello
walrasiano sono state recentemente sollevate nuove critiche da
parte di Znghini e recentemente è stato formulato un modellino
da parte di Graziani-Trezza che tenderebbe a dimostrare che
l'equilibrio walrasiano è indeterminato e in qualche caso per
sino impm;sibilc. Ln clis('ussione non è stata però inutile. Essa è
valsa a precisre il contenuto delle ipotesi e a sottolineare ta
lune <liflicoltà del mode11o cli accumulazione.

Da prte miu ritengo che gli studi cli Zaghini e Graziani
'1'1·ezzn, pubblicati nel corso dell'ultimo anno sul G-iornalc degli
Ec,momi,'lti, rinssnm11110 gli attnnli punti del problema ancora
in lliseussione. )li soffermerò pertanto su di essi, scusandomi se
truscererò altri spetti del tema. Non solo: cercherò di avva

!
]ermi delle se1·1·nte argomentnzioni logriche cli Graziani-Trezza
per sgombrre il terreno dalle obiezioni di Zaghini, mentre di
mostrerò che il modello wnlmsinno cl'nccnmulazione è general
mente determinato, anche se la soluzione non è necessariamente
unicn.

Modificando opportunnmente il primitivo schema walrasia
no, dimostrerò altresì che sia il modello di accumulazione sia
(Jtll'llo più complesso (11i nccumnlazione e produzione) compren
clente beni cli consumo, ove siano rispettate le tradizionali as
snnzioni di com·essità dell'insieme produttivo e di continuità
delle domnnde pos:-;eggono sempre soluzioni economicamente si
gnificative, rilernndo che G1·azinni-Trezza sono incorsi in una
svista_- La_ trnttnzi_one mi consentfrà anche di porre in evidenza
elle_ 111 fim c~cll_1t chmostrazione dell'esistenza di soluzioni signifi
cative, non è rilevante contrapporre le ipotesi di Graziani-Trezza
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a quelle più restrittive di Mo1·ishima Infiite nu· ff ò b. . · so. .ermer revemente su taluni problemi della stabilità del ·1153
e! 'equi/i,rio.

2. Zaghini presenta un modello d'accumulazione walrn
siano di tipo puro (1) nel senso che i soli prodotti sono beni ca
pitail e le risorse iniziali sono costitnite solo da capitali, di modo
che vengono eliminati dal quadro sia i beni di consumo sia i
fattori non riproducibili. Il modello si compone di tre ~-oppi
di equuz10m: il_ primo gruppo esprime la condizione che in equi
librio le quantità domandate dei servizi dei beni capitali sono
uguali alle quantità offerte; il secondo gruppo esprime la con
dizione di uguaglianza tra costo di produzione e pre-.tzo di ogni
bene capitale; il terzo gruppo esprime la condizione che il prezzo
di ogni bene capitale è pari alla capitalizzazione del prezzo del
suo servizio, effettuata ad un unico tasso di rendimento.

Vi è infine un'ultima equazione, espressiva della legge di
alras: e cioè il valore dei beni capitali prodotti è uguale al
risparmio.

Quest'ultima relazione, tuttavia, si dimostra non essere in
dipendente dalle precedenti relazioni, per cui essendo sovrabbon
dante può essere eliminata. Non così per Zaghini che cerca di
dimostrare, erroneamente secondo noi, che essa rappresenta una
~ennina condizione d'equilibrio.

Nello scrivere le precedenti relazioni, Zaghini assume che
il numero dei processi produttivi sia pari al numero dei beni
prodotti; che con ogni processo si produca un solo bene; che
vi siano coefficienti fissi di produzione e la produzione abbia
pertanto luogo a rendimenti costanti; che le quantità prodotte
dei nuovi beni non possano essere impiegate nel periodo consi
derato · c:he non vi siano beni intermedi e che i beni capitali non
si logorino. Ipotesi quest'ultima comunque, non essenziale al mo
dello.

Le assunzioni dello Zaghini appaiono in linea con la for
mulazione di alras; lo stesso si può per dire i dati del pro
blema, costituiti dai coefficienti tecnici e dalle risorse iniziali.

~)--;vedn E. ZAoHINI, Sauoi s11 l'acc1111111lazio11e ,li capitale nei modelli
di equilibrio generale, Ed. Ateneo, Roma 1",,,eiatcnza di soluzioni economi

Il primo saggio dal titolo Il problcn'.a ,l'aceumllla:ione, è quello diret
camente simifcatitc nel modello walra""",, m Giorale dcgli Economisti,
tamente pertinente il tema ed è stato rprouo 0

n. 5-6, 1968.
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d 11 . . ·se iniziali deve essere positivo, mentreIl vettore [elle n1SO! " .:.:
. . . 'd .o essere non negativi e almeno uno peri coeffic:1ent1 tec:mc:1 e, on . · . l d s; d ssre positivo, ciò che equivale a escludereogni colonna eve essei ' l l 11. . d . . qualcosa < a nu .a.che sia possibile pro uue . . . . . .

L'irriducibilità della matrice dei coefficienti di produzione,
• è .1 f tt che ogni bene partecipi direttamente o rnd1retta-

c1o 1 a o . b · b hé · •
t Ila l>roduzione di tutti gli altri em, enc semphfichimen e a . .

la discussione del modello, si dimostra ipotesi non essenziale
e può quindi essere assunta o negata a piacere.

Dalla discussione del modello emerge immediatamente che
la condizione di piena occupazione di tutti i fattori produttivi
potrebbe comportare una soluzione economicamente non signi
ficativa del problema, onde la necessità formale di sostituire
le eguaglianze del primo gruppo di equazioni con diseguaglian
ze, ammettendo esplicitamente la possibilità che la quantità di
sponibile di qualche fattore sia maggiore della quantità effetti
vamente impiegata. Ma in tal caso il fattore disoccupato appare
sovrabbondante e il prezzo del suo servizio cadrà a zero. Quando
ciò i,i verific1u1se il modello rileverebbe un'incompatibilità tra do
tazione iniziale di risorse e tecnologia, tenuto conto del vincolo
che tutti i beni cnpitali prodotti devono esserlo n condizione cli
rispettare l'uniformità del rendimento. Zaghini insiste nel sot
tolineare tnlc presunta diflkoltù del modello walrnsiano e ne ri
cuvu delle im11lic:nzioni rilevunti su cui ci soffermeremo tra breve.

U11a volta ammessn la possibilitù che qualche fattore sia
Rovrnblio11<ln11te e che il prezzo di esso sin nnllo, in quanto è
1111110 il pezzo del suo servizio, diviene indispensabile modifi
care anche il secontlo gruppo cli equazioni, introducendo dise
gugliunze al posto di egunglinnze.

Infatti poiché il pezzo di nn bene cnpitale è pari alla ca
pitalizzzione del prezzo tlel suo servizio, il costo di produzione
può risultare superiore al suo prezzo, quando è zero il prezzo
del suo s(•1·,·izio mn 11011 quello clei beni capitali necessari a pro
dnrlo. Bisognerà in tal caso stabilire che la quantità prodotta
eh 1111 lJl•n<.> l'1tp1tnle i'• nnlln, se il costo <li produzione è superiore
al prezzo. L'introduzione di diseguaglianze nel primo e secondo
gruppo di cqun1.10111 hn per<> J'elktto ulteriore di dividere i beni
capitali del modello in tre categorie.

Per un primo insieme di beni (i beni che sono prodotti)
t.ntt(• Il' rl'l11zw111 vengono sotldisfntte eon segno d'uguaglianza.
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Prezzi dei servizi di tali beni capitnli· •t· •: .: sono posiivi e il loro
costo di produz10ne è puri al prezzo di mercato.

Per un secondo insieme di beni (i capita1; ]. , 1 , , , . 1a1 che non sono pro
dotti perché sovrabbondanti) le relazioni ve tor ddisfatt. . . . . ng no so 1s a e co-
me diseguaglianze. Infatti in tal caso il prezzo del servizio del
bene è zero, dato che l'offerta eccede la domanda e tale bene
non sarà prodotto in quanto il costo cli produzione supera il suo
prezzo, pari a zero (2).

Infine vi sarà una terza categoria di beni per i quali la re
lazione del primo gruppo è soddisfatta come eguaglianza, men
tre quella del secondo gruppo è soddisfatta come diseguaglianza.
Per tali beni non vi sarà produzione, anche se non sono sovrab
bondanti, perché il loro costo di produzione eccede il prezzo. Il
fatto che l'offerta dei servizi di tali beni incontri una corrispon
dente domanda farà sì che la condizione del primo gruppo sia
risolta come eguaglianza; mentre, dato che il costo di produ
zione supera il prezzo di mercato, la seconda relazione sarà una
disuguaglianza.

Questa terza categoria di beni capitali, contrariamente n
quanto affermano Graziani-Trezza, non pare possa essere esclusa
in linea di principio dal modello di accumulazione puro (3).

Basti pensare nel semplice caso di un modello a due beni
due fattori, a un sistema di programmazione lineare e a una

possibile soluzione descritta graficamente dall'incontro dei due
vincoli e della funzione obiettivo in un punto di uno dei due
assi cartesiani; ciò che equivale a supporre che X/b, sia uguale/b,, o alternativamente che K/,, sia uguale a I/b,, : I
essendo le risorse iniziali e bi coefficienti di produzione. Il si
stema dei prezzi tostitnisce il sistema dei vincoli del problema
duale e deve soddisfare P'ulteriore vincolo di ugunglinnza dei
rendimenti per i de beni capitali. Nel caso ipotizzato, come ri
sulta immediatamente dalln soluzione gi·afica, solo uno dei beni

(2) Si noti che, In casi particolari, li prezzo clel sen·lzlo ~I un !attore
potrebbe essere zero pur essendo il fattore pienamente occupato. Nel linguaggio
(l li I li e tnli fnttorl \°l'lll?OIIO tl1>llnltl come soi.tnnzlnlment.e
e n ))rogrnmmaz one Iear . i II bil' 1 fattori relativamente ab-

non vincolanti e in quanto tali, sono nss III n 1 0 (l t )
bondanti sebbene a stretto rigore rientrino nelln successiva classe la erzn

di beni. g, .B, TEzzA, « Alcune recenti crit iche alla teoria
(3) Si veda A. }RAI'n, Giornale dcgli Economisti, n. 34, 1909,

wa\soriunn clell'accuwutozlone >,
p. 242 e p. 255.
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capitali sarà prodotto, pur essendo completamente impiegati en
trambi i fattori disponibili. . . .

Potrebbero pre appartenere alla categoria dei beni utiliz.

t. nla non prodotti, taluni particolari beni capitali, definibiliza 1 , ffi b .
come « non base» nella terminologia sra, ana; em questi che
pur non entrando direttamente o indirettamente nella produ
zione di tutti i prodotti, sono usati come mezzi di produzione di
più beni. . . . . . .

In tal caso la matrice dei coefficienti di produzione non
essendo irriducibile potrebbe rappresentarsi con blocchi ordi
nati causalmente. Il corrispondente sistema di equazioni di prez
zi, costruito su tale matrice, darebbe origine a due gruppi di re
lazioni: un primo gruppo di equazioni omogenee per i prezzi dei
beni-base e un secondo blocco di equazioni per i beni non-base
che, dopo l risolzione del primo sottoinsieme, apparirebbe come
formato da equazioni non omogenee. Per assicurare soluzione
economicamente significativa a tale secondo sottoinsieme, potreb
be rendersi necessario introdurre delle diseguaglianze invece di
eguaglianze e ciò in maniera indipendente dal fntto che le di
sponibilitl iniziali di beni in q11estio11e siano o meno completa
mente utilizzate.

'l'utto ciò contrilrnisce n chiarire come In presenza <lei beni
utilizzati mn non prodotti, possa divenire rilevante in un mo
tlello wnlrnsinno completo in cui compaiono anche i beni di con
sumo: in tnl cnso infatli, il comparto dei beni non-base potrebbe
divenire notevolmente consistente. li: però soprattutto per valu
tnre ln coel'e11zn formnle del mo1lello wnlrasinno, più che per con
siderure ln rilevnmm empiricn dei singoli gruppi cli beni, che ap·
pre opporto esuminre tutte e tre le cntegorie di beni capi
tnli, derin11ulone le consegnenze snlln logica del modello. Ciò
è stato fatto con conclusioni discordi da Graziani-Trezza e da
Zaghini. Riprenderemo perciò l'argomento.

3. Dall'esistenza delle tre classi di beni capitali, Zaghini) O

trae nrgomento per osservare che nel modello walrasiano non
eshite 1111 snggio uniforme di rendimento per tutti i beni capitali.

Per i beni che sono abbondanti e non vengono prodotti, il
snggio di rendimento è indeterminato in quante zero il prezzo
del loro servizio. Ciò tuttavia non turba la logica del modello
dato che tnli beni possono essere esclusi dal computo: si tratta di

Lario Arcelli
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beni liberi, liberamente utilizzabili. Sono quindi i be den t+· ( • b . . 1 1 1 em ( e a .erza
categon1a (a veni pienamente utilizzati ma non prodotti) quelli
c:he rnfrnngerebbero l'uniformità del saggio di d' t Il I• • , 1 ren 11nen o. o-
l·o costo di produzione è snperior al I I · · ·: e toro prezzo che è positivo:
pertanto essi godrano di saggi di rendimento positivi anche se
inferiori al tasso massimo che si percepisce uniformemente sui
beni capitali appartenenti alla prima categoria.

Per Zaghini tale conc:lusione non infirma tuttavia In vali
dità del modello, in quanto la ricerca della massimizzazione dei
profitti attesi sui nuovi investimenti implica, seco11clo lui, che
siano uguali solo i saggi di rendimento dei beni capitali che
vengono prodotti e nei quali si realizzano gli investimenti. Per
tali beni il saggio di rendimento è massimo e in equilibrio il
saggio d'interesse si uguaglia ad esso.

Dalle argomentazioni precedenti e dal fatto che gli investi
tori sono esclusivamente interessati ai profitti che si aspettano
di ricavare dagli investimenti nei nuovi beni capitali, mentre
sono indifferenti rispetto alla forma fisica degli stessi, Zaghini
arguisce altresì che « nel modello walasiano le condizioni rap
presentanti il processo di accmnulnzione sono completamente
differenti dalle condizioni di uguaglianza fra domanda e offerta
dei singoli beni capitali e pertanto che l'ugnglianza fra rispar
mio lordo e valore dei beni capitali nuovi, essendo essenziale alla
determinazione dell'equilibrio, rappresenta una genuina condi
zione di equilibrio (4). Ecco perché Zaghini inserisce nel suo mo
dello un'equazione addizionale che uguaglia il totale delle re
munerazioni dei servizi dei beni capitali disponibili inizialmente,
al valore dei nuovi investimenti in capitali.

Da parte nostra respingiamo sia l'affermazione di molteplici
saggi di rendimento nel modello walrasiano, sia l'accoglimento
dell'equazione di bilancio, quale genina condizione d'equilibrio,
indipendente dai tre gruppi cli relazioni in precedenza conside
rati: tuttavia riteniamo che il modello possa considerarsi de
terminato.

La logica stringente di Grnzinni-Trezza ci permetterà di
sgombrare il terreno dalle impostazioni erronee di Zaghini, for
nendo allo stesso tempo preziose argomentazioni per le nostre
tesi.

(4) E. ZAonNI, op. ci#., p. 60.
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- . . dell'esistenza di saggi di rendimento di-4. L'ammissione d .: ±

, s dirsi beni capitali intaccherebbe seriamente il si.-versi sui livers1 u - e. :. ], ] ei del ·ilibrio walrasiano, limitando la sua validitàgnificato e eqm u ' • r. • • •

t dell'universo dei beni. Zaghini perviene a talea una sola par e . . .
. . anto per definire il tasso d1 rendunento, egliconclusione in qui : :
] no del servizio al costo di produzione del benerapporta 1 pre-;,z · . . . ,

ital rispondente, anziché al prezzo di mercato. Così fa.-capi ll e corr1s ' . . .
d ' vende però conto che la sua definizione presta ilcen o non si r

fianco ad obiezioni sostanziali.
In effetti per i capitali utilizzati ma non prodotti non esi-

ste un costo di produzione corrente: potrà, se caso, trattarsi
di un costo ipotetico o di un costo storico.

Se tuttavia il tasso di rendimento fu riferimento a un costo
ipotetico, il fatto di avere saggi non uniformi per i diversi beni
capitali, non incide sulle relazioni effettive del modello; mentre

' . 1se il riferimento è relativo a un costo storico, al ora la diffe.
renza di rendimento, che sarebbe meglio denominare quasi-ren
dita, si verifica indistintamente per tutti i beni capitali, anche
per quelli regolarmente prodotti, a meno di supporre un sistema
di prezzi immutabili nel tempo. Tale fenomeno è però del tutto
scontato e non contraddice le assunzioni dell'equilibrio econo
mico generale.

Se viceversa, viene accolta In definizione tradizionale di ren
dimento, quella cioè che rapporta il prezzo del servizio del capi
tale al corriHpondente prezzo di mercato del bene, si vedrà che
anche per i capitali clelln terza categoria (quelli utilizzati ma
non prodotti) eHiste un tmiso uniforme cli rendimento pari al
tasso dei capitali regolarmente uccumulati: pertanto il tasso di
rendimento nppnre unico per tutto il modello, con l'eccezione dei
cnpitnli ~ovrnbhondanti che, potendo considerarsi beni liberi, non
nnanno rendimento.

Per i cnpitali utilizzati mn non prodotti, il costo di pro
dnzione corrente non pò essere determinnto rlni dati tecnolo
gici, dato che questi capitnli sono esclusi <lnlln Jogicn cle11n pro
dnzione. Tli heni non sono tnttnYia sottratti alla logica dello
scambio: in quanto siano pienamente utilizzati, essi formeranno
oggetto di rnlutazione nel mercato e non essendo beni liberi do
vranno arere un prezzo positivo. Questo prezzo, sganciato dalle
eonchz10111 1h prodnzione, sarà determinato in base alle condi·
zioni di 11111·0 scambio. « Ma poiché i capitalisti che acquistano
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beni capitali, tendono a realizzare il mt 5[i ,,
·va o1 .s ass1mo profitto; grazie

alla concorrenza che vige sul mercato, es5 j3, ]. . . , ss1 1mranno con egua-
rliare il rendimento di tutti i singoli b · •t 1- • 1.
0 • • • • em capi a 1, sia cue que-
sti siano oggetto di produzione, sia cle ne restino esclusi» (5).

In tal modo il rendimento, misrato come rapporto tra prez
zo del servizio e Prezzo del bene capitale corrispondente, si ugua
glierà attraverso variazioni di mercato del prezzo del bene ca
pitale.

~ così dimostrnta l'infondatezza della critica centrale di
Zaghini al modello walasiano.

La possibilità che i saggi di rendimento siano in un certo
tempo, diversi, è generalmente accettata e viene ammessa anche
da alras; ma ben altro è il discorso quando si analizzano le
condizioni di equilibrio che devono essere soddisfatte dalle va
riabili del modello. In tal caso, per tutti i beni, sia per quelli
prodotti che per quelli solo utilizzati, il tasso di rendimento deve
essere uniforme e deve risultare dal rapporto tra prezzo di mer
eato del capitale e prezzo del suo servizio.

Chi avesse meditato la dimostrazione di Morishima di esi
stenza di soluzioni economicamente significative nel modello
walrasiano completo e avesse considerato con attenzione il siste
ma di condizioni di equilibrio esposto a p. 91 del so Equili
brium Stability and Growth, avrebbe desunto da essa l'esistenza
della categoria dei capitali utilizzati ma non prodotti e avrebbe
constatato che unico è il saggio di rendimento, pari al tasso
d'interesse.

Merito della precedente discussione è però di avere chiarito
quale sia la logica che presiede alla determinazione dei prezzi
di questa categoria di capitali.

5. Possiamo tuttavia chiederci se anche il prezzo dei ser
vizi corrispondenti a questi capitali sin determinato dalle condi-
zioni di scambio.

I servizi di questi fattori partecipano al processo prodnt
• " , e, t tilizzati: si potrebbe quindi pentivo, essendo anzi pienamen e u l lo • • • •
sare di derivare il prezzo cli tali servizi dalle conchz10m della

produzione. • d • b · t'
Si osservi però, che l'esistenza della categoria tei emi +-

1. t· dotti· richiede per la determinazione dell'equi1zza 1 ma non pro ,
(5) A. GRAZIANI - B. TREZZA, op. cit., p. 246.

• I
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:, 3ili azioni matematiche nel sistema di equazioni
librio alcune modit1ca e <. . t categoria di capita 1 comporta la sop
dei prezzi Infatti ques a " . . .. ' ·

1
. t dei prezzi, delle equaz10m corrispondenti

pressione ne s1s ema ' . • •·. . trasformate in diseqazon; mentre ver-a tali beni, che vengono . 1 . . .
I . •te relative al prezzo dei [oro serY1z1 111 tuttemungono e rncogm • .

le equazioni in cui essi appaiono come input8. _ _
La. determinazione dei valori eh queste mcogmte, rn sopran

nmero rispetto alle equazioni, esigerà pertanto altri vincoli,
che possono individuarsi nelle condizioni di scambw dei servizi
di questi capitali.

Mentre le condizioni d'equilibrio possono essere soddisfatte
come eguaglianze O come diseguaglianze, il sistema di relazioni
che determinano i prezzi d'equilibrio, deve essere costituito solo
ùa equazioni ( G).

Snl'anno proprio le condizioni di scambio, che determinano
qunli capitali saranno prodotti e quali no e di conseguenza fis
sano qunli condizioni di equilibrio devono essere soddisfatte co
me diseguaglianze, ad integrare il sistema cli relazioni per cul
colul'e le soluzioni.

Giustamente, sottolinea Zaghini, « il ruolo centrale in qne
sto meccanismo è svolto dai capitalisti. Sono essi infatti che at
trihucndo ni heni capitali valori proporzionali ai prezzi dei ser
vizi, prezzi dipendenti a loro volta dnlle disponibilità date <lei
beni enpitnli stessi, fnnno si che qualsiasi sproporzione in tali
clisponihilità nhbin la possihiltù cli riflettersi immerlntamente sul
le decisioni di prodnzione e quindi d'investimento » (T).

In f1111zio11c> dellci c-0111lizioni che determinano i prezzi dei ser
vizi dri c·npitnli ntilizznti ma non prodotti, si determina l'intero
sistemn dei prezzi e il sa~gio <l'interesse. Un mntnmento di va
lntnzioni, cioè delle condizioni di scnmhio, si rifletterà infatti in
111111 vnrinzione clc>l tnsso cl'intp1•esse che, come vedremo, esprime
le preferenze tra presente e futuro.

6. Ln domanda di hc>ni capitali nel modello wnlrnsiano,
sole ripetersi, è n domnncla inclifferenziata. Il risparmio rnp-

(6) RI <'011sldrri110 nl rl I 11SAMUELSO - R. M. So]. "rdo gl esempi numerici di R. DOnFMAN - }. \.
MeGraw HiII, London 19' ncar Programming and Economic Analysi8,

, " , 111'· 303-364.
( 7) E. ZAOIIINI, 0p. cit., p. 46.
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Presenta una domanda generica di beni· e ·t 1- d t 1. : .,: · tap1tali, lao che non
esistono tanti mei c.:ati <1uauti ~-0110 1· 81·ngoJ· b • ti 1

·« .: : :. .. " l )ei, ma esiste s0o
mercato dei beni capitali in ci si scambi: l a 2ddit· '''--' m a merce « re 1 o

perpetuo » che viene introdotta da alras in sostituzione dei
singoli beni. Un'unità di tale merce rappresenta un reddito per
petuo unitario e il prezzo di un'unità di essa è dunque pari al
reciproco del tasso d'interesse.

L'eterogenità dei beni capitali viene superata attribuendo
ad ognuno di essi nn prezzo proporzionale al valore del servi
zio, che rappresenta il reddito futuro di ogni periodo. Tale con
dizione è formalmente espressa imponendo la uguaglianza dei
rendimenti su tutti i beni capitali.

Pertanto, le domande per i singoli capitali non avrebbero
ragione di essere inserite nel modello e la loro introduzione non
farebbe altro che renderlo sovradeterminato.

Questa è la ragione che spinge Zaglini a sostenere che la
uguaglianza fra risparmio globale e nuovi investimenti, global
mente considerati, rappresenta una genuina condizione d'equi
librio.

Graziani ha però dimostrato che benché Walras non abbia
fatto uso di funzioni di domanda per singoli beni capitali, esse
sono implicite nel modello e la considerazione della loro esi
stenza non produce incoerenze logiche (8).

A tal fine espone il consueto procedimento di costruzione
delle funzioni di domanda, per ricavarne le condizioni di equi
librio.

Al solito le funzioni di domanda sono derivate da un pro
cesso di massimizzazione della funzione d'utilità ( nel caso, di
un individuo tipico) subordinatamente al vincolo di bilancio. Le
condizioni di massimo relativo, unite al vincolo cli bilancio, sono

presupposto per costruire le quantità domandate dei singoli
capitali.

Però da tali condizioni di equilibrio si ricava pure la con
dizione di uguaglianza dei rendimenti per i singoli. capitali. Per
tanto le funzioni di domanda si rivelano alternative alle equa-

(8 • G N Equilibrio generale cd equilibrio macro-econo-
. ) Si reda A. RAZL\, 1• dlmostrnzione è stata ripresa da A.

7jco, ESI._ Nano1i 1065. p, 3%-%%,3%., h o nota « 2o1 si sort oiiea
RAZ1ANI - B. TREZZA, op. cit., pp. < "zoo.

che tali funzioni non sono però d11l'ereuztnte tra loro.
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che illlJ)ongono l'uniformità del tasso dizioni del terzo gruppo
rendimento (9). · 1 d

Il procedimento di costruzione. delle srngo e omande c<m-
lt , u 1•11tei·in·etuzione più completa del modello disente a resi un . . .
l • e con riferimento al significato economico del t:1ssoaccumu azion . ,. .

d,. t . . Già si è detto che il saggio d rnteresse è pari al sag-interesse. .. e 3~li M '
gio di rendimento uniforme su tutti i beni capitali. Ma in con
dizioni di equilibrio, il rapporto tra i prezzi di due beni qual
siasi deve essere uguale al rapporto tra le loro utilità. Dato che
il saggio d'interesse esprime un rapporto tra prezzi, essendo pari
al tasso di rendimento, deve pure possedere u significato in
termini ùi rapporto di utilità.

Il procedimento di derivazione delle domande ci fornisce una
risposta al riguardo: il tasso d'interesse non solo è pari a! sag
gio di rendimento, ma anche al rapporto tra l'utilità marginale
del reddito presente e l'utilità marginale del reddito futuro. Esso
segnala pertanto le preferenze tra beni presenti e beni futuri.

7. L'avere esposto un processo di derivazione di funzioni
di domandu per i singoli capitali, in apparente analogia a quauto
accade per i beni di consumo, non deve farci perdere di vista la
sostanza del problema.

La domanda dei beni capitali può essere definita come do
mandn di beni pel'fettameute succedanei, il cui rapporto di suc
cedaneità è determinato dal rapporto inverso dei prezzi. In que
sto senso la domanda dei beni capitali può assimilarsi alla. do•
manda di un bene composito a composizione variabile. Fisso è
invece, in condizioni di equilibrio, il rapporto di succedaneità
che scaturisce dalle condizioni della tecnica e dal sistema. di pre
ferenze. Questa situazione può essere facilmente descritta in ter
mini di curve di indifferenza: avremo, nel caso di due beni, una
famiglia di rette inclinate negativamente.

Se muta il sistema di preferenze, se cioè muta l'apprezza•
mento per il futuro, cilì si rifletterà in una. variazione del sag:

(0)_Si potrellh<' tnttn,·ln olli<'ttnre che mentre le funzioni di domnndn !lll·
plicuno I c>gungllnnzn dei rendimenti, non è rero il contrnrlo Ciò II meno di
integrare queste condizioni con quella che stabilisce che il tasso di rendimento
sin pari nl rapporto tra l'utilità mrginnle del reddito presente e l'utilit mar
ginnale del reddito futuro. La semplice uguaglinnza dei rendimenti lascia com
pletn_mPnte mdehnitn In funzione di utilitiì e pertnnto non può individuare

è
f11111z101'!'1 di domanda. Dimostreremo tuttn,·iu che questa ulteriore conùizlone

mp 1c tn nel modello walrusiano.
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gio d'interesse che misura il rapporto t Pnti)t) ;. •a n 1 1t· margmale delreddito presente e del reddito futuro; tali i bi ++{
• , a/umi eni capita 1 po-

trano essere commlerati liberi in rel • 1 •21az10ne a, grado relativo
di abbondanza e muterà il sistema di • 1 1 • •. . . · 1 prezzi che etermrna 1
rapporti di succedaneità. Avremo ancora una domanda di beni
perfettamente succedanei, ma sarà mtata l fa s; del .:.: @diffe 1a amgn1a [el le su
perfiei lll 1. erenza. La funzione d'utilità determinerà quali
beni dovranno essere prodotti e quali no: ciò 5. b d< • c non 111 ase a
una scelta individuale dei beni, come avviene per i beni di con-
sumo, dato _che il capitalista è indifferente ai singoli capitali,
ma in relazione al grado di scarsità o cli abbondanza relativa
delle risorse necessarie alla loro produzione.

In altri termini, la funzione d'utilità determinerà tenuto
conto della tecnica e delle risorse disponibili, quali condizioni
d'equilibrio dovranno essere soddisfatte come uguaglianze e quali
come diseguaglianze.

8. Una volta ammessa l'esistenza di domande per i capi
tali, nel senso precisato poc'anzi, il soddisfacimento delle con
dizioni d'equilibrio, rappresentate dall'uguaglianza dei tassi di
rendimento, implica che siano in equilibrio i mercati dei singoli
beni. Ma se ciò avviene, è automaticamente soddisfatta la legge
di Valras che, nel modello d'accumulazione, afferma che il va
lore dei nuovi capitali prodotti è pari al risparmio. Pertanto
non si può condividere l'affermazione di Zaghini che sostiene che
tale relazione rappresenta una genuina condizione d'equilibrio.

Il modeIJo di accumulazione puro non si compone tuttavia
di soli tre gruppi di relazioni come, in definitiva, sembrano ae
cettare anche Graziani-Trezza: il primo gruppo che pone la con
dizione che le risorse impiegate non possano superare le risorse
iniziali; il secondo gruppo che impone che i costi di produzione
siano maggiori o uouali ai prezzi di mercato dei beni; il terzo
gruppo eh: impone"l'uguaglianza di rendimento sui singoli ca
pitali.

La considerazione di funzioni di domanda, alternative alle
equazioni del terzo gruppo, comporta infatti l'accettazione di
un'ulteriore condizione e cioè: il tasso di rendime1~to non solo
deve essere uniforme per tutti i beni, ma deve altresi essere pari
al t t l' t'l't" iirnrcinale del reddito presente e lutihti\rappor o ra n .1 1 u < " • • • •
marginale del reddito futuro. Questa condizione di equilibrio

: '

!,,
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non è palese ma è implicita nel modello d'nc:umulo.zione di Wul
ras: infatti discende logicamente e necessariamente dalle ssun.
ioni del modello. Essa è addirittmra cruciale nel modello con
leto dove compaiono le domande dei beni di consumo. 'Tali do.
ae comportano infatti il livellamento delle utilità margina1;man q . ,,

ponderate dei singoli beni; ma al fine e 1 massmuzzare_ l'utilità,
bisognerà che anche Futilità marginale ponderata del risparmio,
inve:tito nella merce reddito perpetuo, sin pari a tale livello.

Quest'ultima condizione significa che il rendimento dei beni
capitali deve essere tale da far sì che l'utilità marginale ponde.
rata del reddito futuro sia uguale all-utihtu margmale ponde
rata dei beni cli consumo, ciò che equivale a dire che il tasso di
rendimento misra il rapporto tra l'utilità marginale del red
dito presente e l'utilità marginale del reddito futuro.

Non basta quindi dire che il tasso di rendimento deve sod
disfare i primi tre gruppi di equazioni del modello. Esso deve
soddisfare anche questa ulteriore relazione. Riprenderemo il di
scorso discutendo del problema dell'unicità o della molteplicità
delle soluzioni.

Limitando per ora la nostra attenzione ai primi due gruppi
di relazioni del sistema, osserviamo quanto segue.

I primi due gruppi di condizioni possono interpretarsi come
vincoli cli due problemi duali di programmazione lineare: massi
mizazione della produzione e minimizzazione dei costi, date le
risorse iniziali.

Le successive condizioni, cioè l'uniformità del tasso di ren
dimento su tutti i capitali e la simultanea uguaglianza al rap
porto tl'n l'utilità marginale del reddito presente e l'utilità mar
ginnle del reddito futuro, potrebbero essere sostituite da funzioni
di domanda. Pertanto esse impongono delle restrizioni ai vettori
dei prezzi dei beni e dei prezzi dei servizi corrispondenti che sod
disfa no i sistemi di relazioni dei due problemi duali di program
mazione lineare. ln altre parole, non tutte le soluzioni di tali
sistemi sono compatibili con le funzioni di domanda.

Basandosi snlle proprietà della programmazione lineare e
con l'ausilio del teorema del punto fisso di Katutani è tuttavia
agevole dimostrare l'esistenza òi soluzioni economicamente signi
fieative, in annlogia alla brillante dimostrazione di Dorfman,
Samuelson e Solow per il modello alras-Cassel (10).

(10) SI vecla R. DORFlIAN • l'. A. SAllUEI.SON _ R. 1\1. SoLOW, op. ct.,
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9. Finora abbiamo considerato l'ei,;istenza di soluzioni eco-
nomicamente significative in un modello @ ~143• cl . l accumu azione puro,
mn anche il mo ello più complesso che comprende beni di con-
sumo possiede sempre soluzioni economicamentt ·i {4;: e; ne s1gmtcaave,
prché si ammetta che le condizioni di equilibrio possano essere
soddisfatte come diseguaglianze.

Graziani-Trezza non sono però di questo avviso. Esponendo
un modellmo semp_hhcato d'accumulazione c:he si apre a com
prendere nn bene di consumo, essi ritengono di poter dimostrare
che in qualche caso si possono anche non avere soluzioni. ::\la, a
mio parere, la logica seguita non è corretta.

La loro esposizione intende dimostrare la possibilità di una
incompatibilità della domanda del bene di consumo con gli inter
valli determinati ùaJla frontiera delle possibilità produttive, qua
lunque sia l'alternativa del modello che \'iene realizzata e dunque
quale che sin il sistema duale cli prezzi che ne risulta. In termini
grafici tale situazione si realizzerebbe se il valore della quantità
domandata del bene di consumo c, cadesse sempre all'esterno
dell'intervallo assegnato al consumo dalla definizione della fron
tiera produttiva. La conclusione di Graziani-Trezza che ciò può
accadere, dipende da un'asserzione che si rivela cruciale.

Mentre a p. 260 del loro scritto (11), essi osservano corret
tamente che la derivata della domanda del bene di consumo ri
spetto al suo prezzo è negativa; a p. 261, pur in presenza di un
prezzo superiore a quello di una precedente posizione d'eqnili
brio, essi affermano che la quantità domandata di tale bene ri
sulterà probabilmente maggiore.

Ritengo che a tale conclusione siano stati indotti dalla ri
dzione del tasso d'interesse che, secondo Graziani-Trezza, do
ebbe agire positivamente sul consumo Ma qui sta l'errore: nel

caso in esame la riduzione del tasso d'interesse è un'assunzione
fondamento' cli un problema cli statica comparata, cioè sorge
relazione al confronto di uno stato di equilibrio con un al

tro (12). Essendosi verificata una trasposizione, non è possibile

360-375. Ricordinmo anche il brillnnte approccio di Zngblni (\"edl E. ZA·
GlnN1, O(). cit., pp. 78-80). 't 260

(11) Vedi A. GRz1ANI - B. TRE2zM, o. "y!, , tasso d'equilibrio tra rt
(12) Se il tasso @'interesse iniziale no"""p;},Trezza non sarete con

pario e investimenti, h dimostrazione ! """, completa, Grazinni-Trezza
clush·n. Se~uenclo 1111n lint>n cl'nri:omentnz onP mò esistere 'equilil>rio tm ri
potrebbero dimostrare che in qualche caso, non I
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arguire da una riduzione del tasso d'interesse un aumento del
consumo.

Qui è vero il contrario: la riduzione del tasso d'interesse
esprime una minor preferenza per i beni presenti e quindi per
il bene di consumo, a vantaggio dei beni futuri e quindi degli
investimenti che risultano infatti aumentati.

Eliminando la svista, si potrebbe convertire il ragionamento
di Graziani-Trezza in una dimostrazione per assurdo della ne
cessità che il modello abbia soluzioni economicamente signifi
cative.

La prova del nove consiste in una dimostrazione diretta.
Come tale può ben valere quella di Morishima. Ai fini dell'ana
lisi dell'esistenza di soluzioni significative non è infatti rilevante
la contrapposizione delle ipotesi su cui si fonda il modello di
Morishima, rispetto ulle assunzioni di Graziani-Trezza (13).

È vero che per Morishima le curve d'offerta dei servizi dei
capitali partono sempre dall'origine degli assi, per cui incon
trano sempre la curva di domanda per valori non negativi dei
prezzi dei servizi; mentre per Graziani-Trezza l'offerta dei ser
vizi è l'ibrida e determinata dalle risorse disponibili. Ma la con
seguenza delle assunzioni di rigidità dell'offerta dei fattori e del
la fissità dei coefficienti tecnici (14) è solo nel determinare pos
sibili sovrabbondanze dei f'attori, non assenza di soluzioni (15).

1":; chiaro che funzioni elastiche d'offerta dei fattori, che par
tono dall'origine degli assi, operano contro il verificarsi di disoc-

sparlo ed Investimento al di fuori della condizione di risparmio nullo: ma
clò non Implica che non esistano soluzioni al modello, se la funzione di do
u11111dn del bene di l'Oll!llllllO e, ò contlnnn oltre che positiva per qunlslnsl vnlore
non eutlvo degli argomenti. Nellu flguru 2 dello scritto di Grzinani-Trezza
(p. 2550) sl nvrebbe In <Jlll'sto cnso In solm:lo11e nippresentntn clnl 1mnto A.

(13) L'ussenz di un fattore primrio Indispensbile per la produzione
di quulsisl bene, renderebbe però necessario rafforzare l'assunzione 1 di Mo
rlshlmn, :1tn!Jll!'ndo che tutti I compom•ntl di I siano strettamente positivi,
ul te di e,·ltnre soluzioni bnli. È questa un'ipotesi che è giù stntn nccoltn
In nitre dlmostnizlonl di t>sl:1tenzn cli soluzioni In modelli d'equilibrio generale.

(14) Qlll'l'.lt'nltlmn lpotl'sl è Jll'l'llltro nccoltn nuche da Morishima.
(15) SI vedn R. DOFMAN - P. A. SAMUEL6ON - R. M. SoLow, op. cit., p. 365.

Le considernzioni relntive l nodello a]ras-Cassel ppaiono estensibili al
moclt>llo corupl!'lo. In effetti, clo1io In stesnru di questo saggio è nppnrso un
novo volume di M. MORISIIMA, Thcory of Economic Growth, Clarendon Pres8,
Oxforcl. llJO!), che comprende nel cnp. I unn dhuostrozlone di eslsteuzn di
soluzioni d'equilibrio in un modello completo (match-bo.:r. sizc) con offerta rigida
del fnttorl. Qul'stn nuo,·n dlmostrnzione ho il pregio cli cllinrlre che in presenza
di tecniche nlternnth·e, nl'111111re il e ritorno delle tecniche> si oppone olla de
terinzione di soluzioni d'equllilJrlo.
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cupazione dei fattori. Se In riduzioiie 1 1 .. , . . , e e prezzo eh un fattore
ne riduce P'offerta, la disoccupazione del fatt q ,

: o. a ore diviene vo.on
taria e pertanto il fattore non risulta sovrabbc d nt p 1d; on(ante. 'er Mo
rishima quindi, un fattore con prezzo zero è fatt q, " un a ore che non
viene assolutamente domandato, non un futt I t· t, ore re a 1vamen eabbondante.

Per Graziani-Trezza viceversa, in qualche caso, la curva di
domanda di un fattore potrebbe incontrare ]'offerta solo nel qua
drante negativo. Ma poiché il prezzo non pò diventare nega
tivo, quando il prezzo sarà zero, la domanda risulterà inferiore
all'offerta e tale fattore risulterà relatin11nente sovrabbondante.
Ciò però non contrasta affatto con la logica dell'equilibrio e con
l'esistenza di soluzioni.

Contrariamente a quanto ritengono Graziani-Trezza, è pos
sibile dimostrare che, indipendentemente dall'ipotesi che le curve
dell'offerta dei servizi dei capitali partano daJI'origine degli assi
(assunzione 2 di Jorishima), nella soluzione d'equilibrio, quando
la domanda di un servizio è inferiore all'offerta il suo prezzo è
zero, mentre quando il prezzo è positivo la domanda e l'offerta
sono uguali. L'esposizione di Morishima è molto chiara al ri
guardo: l'assunzione 2 viene impiegata solo nella seconda metà
di p. 90 del suo scritto, cioè dopo avei· dimostrato che il prezzo
del servizio di un fattore sarà zero, se la domanda di tale ser
vizio è inferiore all'offerta. L'essenza della dimostrazione è fon
data su1la non contradditorietà col vincolo cli bilancio.

Pertanto l'ipotesi che le curve d'offerta dei servizi dei fat
tori partano dall'origine degli assi non è indispensabile in una
dimostrazione di esistenza di soluzioni economicamente signifi
cative. L'averla introdotta, consente a Morishima di soddisfare
tutte le condizioni d'equilibrio dei fattori come uguaglianze, dato
che se il prezzo dei loro servizi scendesse a zero, la corrispon
denza offerta svanirebbe (16).

Nel caso di ri<riditù dell'offerta dei servizi dei capitali, una
o ·o più condizioni d'equilibrio dei fattori potranno mvece essere

soddisfatte come diseguaglianze. Al limite il risparmio potrebbe
essere nullo, ma non per questo l'insieme soluzione sarebbe vuo

lii'· · · :M i!ORISDUIA, Eq11ilillri 11,n(10) SI vedno 1e condizioni d'equi 1r10 "",4" o1
Stability and Growth, Clarendon Press, Oxford, 1. ,D. ·
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b • f tti prodotti quei beni cli consumo atti a
to ti). sarelb09%e" "","~i r#svetto dei rincori @i bilancio.
soddisfare a ( oman a, . . .

Ciò risulta logicamente in base. alle t~ssunz10m eh ì\Iorishi-
ma (18), dalle quali viene esclusa l'ipotesi seconda.

10. La presunta incompatibilità creata dalla domanda del
bene di cornrnmo si fonderebbe sul fatto che 111 base al carat
tere peenliare del modello d'accunnlazione puro, il saggio d'in
teresse sarebbe funzione univoca delle tecmche cli prodnz10ne:
cioè un fatto sostanzialmente tecnico che prescinde dalle scelte
dei consumatori, elle, se libere cli manifestarsi, avrebbe1·0 l'effetto
di porre all'equilibrio condizioni incompatibili.

In effetti dato che il sistema dei prezzi è rappresentabile da
'un sistema di equazioni omogenee e la matrice dei coefficienti

tecniC'i è non negativa (irriducibile), il teorema di Perron-Frohe
nius determina univocamente il saggio d'interesse, o meglio, il
suo reciproco, e il vettore associato dei prezzi relativi, tutti no11
negativi (positivi). Pertanto il saggio d'interesse sarebbe iclen
tific:ato dalle caratteristiche della matrice dei coefficienti tecnici
e sarebbe cosi sottratto ulln scelta dei consumatori.

Contro tnle tesi si pò tnttavia osservare che basta assn
mere che esistn almeno 1111 servizio produttivo che non derivi da
un capitale riproducibile (ud esempio è sufficiente introdurre
el modello il lavoro) per restituire il saggio d'interesse alle
scelte cli mercato (19).

i\In i11clipendenteme11te cla ciò, l'ammettere che le condizioni
!l'eqnilihrio poi-;sano essere soclclisfatte come diseguaglianze, « al
largando la gamma dei possibili prezzi e saggi d'interesse cl'eqni
librio, rende certa l'esistenza di so]zioni e restitnisce le scelte
rlei con811 matori nIla loro posizione nntura le di centro della teo
ria del valore » (20).

(li) ~I rontrontl <'Oll A. G.w, « Esistenzn e caratteristiche dell'equilibrio
In modelli di tipo wnlrn:-:111110 >, in Rivista di Pollticci Ecmwmica ngosto-settPm-re 1007, p. 1221. '

( 18) Rkhi11111inmo l'nttenzion<' snll'nssunzione 1 che può essere conve
nientemente rafforzata; e sottolineintmo l'importanza della nota 1 (p. 87) che
sostiene la vnlidit del teoremn nnche in condizioni particolari.

(llll SI consideri l 11l11111innnte \'O\nme di .T. ~CIIWAnTZ Lccturcs on thc
Mathematical Mcthod in Analytical Economics. Go1d d Br ·1. N , •1001 , "" '?8, rlon ant Sreach, Ne I0II,

e in particolare il contPnuto clelle lezioni 1, 2, 3, 13, 14. Si veda nuche
i\l. i\fOltltlllHIA, fl/l. C1t.. 1111, 55 (' 60. '

(20) SI \'l't\n A. GA\' art cit p. 1233. Sidell'esistenzn di soluzioni ' ' '». i noti che per avere la certezza
Il

necl.'ssnrlo nmmettl're che il risparmio possa es
sere nu o.
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Possiamo anche rilevare che già Pesate del te st]; < es1steza (ella categoriale·1 carn u 1 pienamente ut1·11·z· t· . •e • . • , . • za 1 ma non prodotti assegna ampi

spazi alle scelte di mercato nella determinazione del saggio d'in
teresse. ::Si è visto infatti che in funzione delle condizioni di scam
1..no che determinano i P_rezzi ùei servizi dei capitali utilizzati ma
on prodotti, si determina l'intero sistema dei prezzi e il saggio
d'interes::;e. Q~est'ultuno varierà in modo inversamente propor
zionale al variare del prezzo del servizio di ogni capitale utiliz
zato ma non prodotto, fermi restando i prezzi degli altri servizi
d1 tale categoria di capitali. Non è però fuori luogo osservare
che la considerazione della categoria dei capitali utilizzati ma
11011 prodotti pre::;nppone giù che le condizioni d'equilibrio pos
sano essere soddisfatte come diseguaglianze.

In definitiva l'incompatibilità originata dalla domanda dei
beni di consumo non è tale da esc:ludere soluzioni al modello. È
puttosto un'incompatibilità relativa, nel senso che, osserva Za
ghini, le proporzioni in cui i beni di consumo sono richiesti dai
consumatori possono essere diverse da quelle che sarebbero com
patibili con il pieno impiego dei capitali, ove questo fosse tecno
logicamente possibile.

11. Dimostrata l'esistenza di soluzioni economicamente si
gificative, la discussione deve ora affrontare il problema del
l'unicità o della molteplicità di tali soluzioni.

Benché taluni teorici dell'equilibrio economico generale, co
me il Kuenne, ritengano che l'unicità della soluzione sia una' .qualità non necessaria e persino indesiderabile dei modelli d'equi
librio (21), la gran parte degli studiosi attribuisce notevole rile
vanza alla ricerca delle condizioni in base alle quali sia possi
bile aversi un'unica soluzione.

Purtroppo l'unicità può ottenersi solo imponendo condizioni
particolarmente restrittive (22) e pertanto si dovrà ammettere
che l'equilibrio economico generale possiede di solito molteplici
soluzioni. Tuttavia, come sottolinea in nn recente studio inedito
il Debren (23), « tali sistemi d'equazioni sembrano formre sod-

(2l) Si \'edn R. KUENNE, Tltc Tlrcory of Gcncral Rco110111ic Eq11ilibri111n,
University Press, Princeton, 1963, p. 567· nssegnn sull'nnnlisi ùelle concli-ae» saree corgg'2p},",, Grcras cosi««dc ±sists,ziom d1 u111cit11 dn 11arte d 'I.. • "' '

S. Francisco. 11, "ti Fillitc Set of Equilibria, presentato(23) G. DEoREu, Eco110111ics ' i a 1969, 1
nl Com•egno delln Societù di Econometria, Bruxelles, 1. ·,p. ·
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: @ ·brio, come pure accettabili fonda.
d. •f t· ·egaziom eqm 1 '1s.acen 1 spi . stabilità, a condizione che tutti gli
menti per lo studio della s ' • • c·ò · 1

• 1o localmente unici ». ' equivale gene.equilibri del sistema srnn ll 1· ·. . 1 ondizioni in base a e qua I un sistematalmente a ricercare le c . .
. finito di soluziom.possiede un numero m di ,
È chiaro che una disenssione sul modello accumulazione

d l t. 1- Ila effettuata da Debreu per Il modello d1 scam.e! 1po d1 que . p5
b. è 1 d. f ,· clei limiti della presente ricerca. 'nù modesta.

10, a l 11011 } · · ·
t :. erò sgombrare il terreno da a cum eqmvoc1 chemen e poss1amo p" . .

sono affiorati nella recente letteratura italiana.
Un conto è dire che un sistema è determinato e un altro

dire che la sua soluzione è unica. In altri termini, il problema
della unicità della soluzione è a valle del problema della deter
minazione. Un sistema può essere determinato e la sua soluzione
non essere unica.

II modello d'accumulazione è generalmente determinato (24)
anche se In sua soluzione non è necessariamente unica, anzi
di norma molteplice. La molteplicità delle soluzioni non è però

. prodotta solo dal fatto che il modello costituito dai primi tre
gruppi di relazioni è compatibile con diversi tassi d'interesse
noi infatti ne scegliamo uno in base alla condizione addizionale
che afl'erma che il saggio di rendimento deve essere pari al rap
porto tra utilità marginale del reddito presente e utilità margi
nale del reddito futuro, valida l'ipotesi di una funzione di ti
lit per un individuo tipico: questa assunzione simile a quella
di Wld, benché assai cliscntibile, semplifica notevolmente il pro
blema.

Ln molteplicità delle soluzioni può sorgere per noi in corri
spondenz ud ognnno dei possibili tassi d'interesse, nel senso che
nulla ci nssicnrn che n un dato tasso d'interesse cui è associato
un vettore di prezzi relativi, corrisponda un'unica soluzione in
termini cli quantità prorlotte di beni capitali e di risorse piena
mente utilizzate.

In effetti, date le ipotesi sn cni si regge l'accumulazione nel
modello walrasiano, non può affermarsi che la domanda dei sin
goli beni capitali sin univoca rispetto a un dato vettore di prezzi.
In condizioni di equilibrio, il risparmiatore è indifferente all'ac
quisto dell'uno o dell'altro bene capitale nelle proporzioni fissate

(24) Nnturnlmente, come sempre nel modelli d'equilibrio generale, il si
stema determina I prezzi relntlvl del beni e servizi e non I valori assoluti.
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dai prezzi relativi. Pertanto, per quanto .· ·d 1 t·tà
;1;1i d' si ~I .:. guarda le quanti

d'eqm 1u110 e1 smgo 1 cap1tah l'unicità l lt 1. 'tà d 11. . , o a mo ep 1c1 e e
soluziom cllpenderà ùnlle condizioni della Jl od • t t: .: !zione, enuo conto del vettore dei prezzi d'equilibt·io.

Se il vettore dei prezzi relativi, che soddisfa le condizioni
del modello, e tangente in un solo punto della frontiera delle
possibilità produttive, la soluzione sarà unica. Viceversa se la
tangenza definisce un segmento o una superficie di tale frontiera
Ja soluzione sarà molteplice. In un modello di mera accumula:
zione, in corrispondenza a un dato tasso d'interesse inoltre po-

1 . ·1 'trebbero arsi uno o p vettori di prezzi.
Come è noto il teorema di Perron-Probenis assicura una

soluzione positiva unica di 1/r e del vettore associato dei prezzi
relativi dei servizi, al sistema originario (completo) dei prezzi e
a qualsiasi sottosistema che si ottiene da esso, cancellando una
o più righe e le colonne che hanno in comune l'elemento bu con
le righe cancellate. In tal caso, a un dato tasso d'interesse d'equi
librio corrisponde un solo vettore di prezzi.

Se però il sistema completo e quelli derivati sono trasfor
mati in modelli aperti, attraverso l'introduzione del lavoro, il
cui prezzo è scelto come numeraire, in ognuno di essi i prezzi
dei capitali risulteranno funzione crescente del tasso d'interesse
compreso tra zero e ,·max, rmax essendo ricavato ponendo uguale a
zero il prezzo unitario del lavoro (25).

Diviene allora possibile stabilire una corrispondenza tra un
dato tasso di interesse e molteplici vettori di prezzi, in relazione
ai diversi sottosistemi che si considerano (26). Non sempre però
vi sarà tale molteplicità di soluzioni, tenuto conto dei campi di
variazione di r nei diversi sottosistemi e delle possibili incom
patibilit dei vettori dei prezzi con i corrispondenti gruppi di
equazioni di domanda e offerta fisica dei servizi delle risorse di
sponibili.

r< • s WAR O cit p 34 Il modello dello Schwnrtz èl42% ~2.1 ..%;" "..S'si ss isosns s@noi»i
alla nostro analisi. f uPlln orlglnnta dnll'esistenza

2o» Te sroe non "",,""}"ai, net noi@ @i intere«
di più tecniche produttive. In que , all'altro metodo produttirvo, a un
zione che inclh·i<lunno il passaggio dal 'uno ,·ettore cli prezzi. Al di fuori del
dato tasso d'interesse corrisponde un uni~~ 1 cli indifferenza circa l'adozione
punti ai intersezione che identificano, P""",,,, a prezzi in corrispondenza a
di teenicbe diverse, la molteplicità "°,,"kt dell'equirto.
ogni tosso di interesse non è rilel'ante 8
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. . 1 . )onenùo condizioni restrittive, potrà
In conclusione, solo mm .:. t s..s i,

.,,, ,tu della soluzione sia in termini di tasso
essere assicurata 1 umci '. l . . • ,., · e di quantità prodotte
d,. . . ·b di prezzi dei ser iz1
interesse, CIe rò le soluzioni saranno molteplici an.

b · ·t 1· Di norma peemn cap1 an1. b 1 1ente determinato.
che se il modello si presenta globa 11

12 V. , ultimo punto da chiarire. L'equilibrio walra.
• 1 e un . . d

, dnhbio un equilibrio puramente uniperiodale.srnno e senza uuu . .
I valori delle incogite, tra cui il prezzo dei beni capitali

e dei relativi servizi come pure le quantità prodotte dei nuovi
beni capitali, dipendono dalle risorse iniziali, oltre che dalla tee
nologia e dalle preferenze. In ogui periodo muta la dotazione
delle risorse iniziali, in seguito all'accrescersi o al decadere dello
stock del capitale e così pure possono mutare tecnologia e pre.
ferenze. In ogni periodo vi sarà pertanto un equilibrio diverso.
Su di esso il passato incide solo nel senso che Pammontare
risorse produttive disponibili nel corso di ogni periodo dipende
dulie quantità di beni capitali fabbricati nei periodi precedenti
il futuro è praticamente ininfluente sulla soluzione, in quanto,
liutu Ju struttura del modello, è necessario supporre che i prezzi
attesi siano identici a quelli correnti (27).

Nel modello di alras il tempo è così presente solo formal
mente. 1-::: <1uindi evidente che l'analisi dell'equilibrio generale può
solo dete1·mi11nre differenti posizioni d'equilibrio, corrispondenti
u diverse condizioni iniziuli, mu nulla può dire circa la dinamicu
delle vnriubili u meno di introdurre specifiche ipotesi di compor
tamt'nto fuori equiliùrio, ove il tempo compaia in modo essen
ziale.

Se ci limitinmo a considerare posizioni d'equilibrio statico,
possiamo purhu·e di stuuiliti\ in senso formale cioè verificare,
che le cur\'e di <lonuuula e offe1·ta si intersechino nel giusto modo,
il che equh·nlc a riscontl·are che piccoli allontanamenti casuali
ùalln posizione d'equilibrio producano reazioni che tendono
rislaùilire lo stato di partenza. Al 1·igua1·do rammentiamo l'ana
lisi dello Hicks di l'alue a,ul Caz,ital che può estendersi al mo
dello completo in modo da comprendere il mercato dei capitali,
e le critiche del Samuelson al concetto hicksiano di stabilità.

(27) Una versione più accettabile configura le attese dei prezzi come
distribuzioni probabilistiche venti come media i i tt Hi. S] veda
o. mass. vaie ana c«»iin, Universi; re.s, ok" ""
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Ben altro tipo di problema "' .. . . e rnvece « vei·ificare che l'equi-
}ilmo abbia la propr1et_à di persistere nel tempo. Ciò sarebbe
ero per uno stato stazionario, posto che ti ] 1di. . . . . , · non mu rno e con 1-
ioni iniziali. Ma una posizione d'equilibri ·4. . . ' n 1 1·10 e e contenga accu
mulazione di capitale, consumo di risorse, ecc, 5 « {t

t d 11,. t , c. e mn con umo mu-
tamen o a rn erno 111ent1·e eve t· 1·. . . , , . . n 1 ca.sua 1 possono apportare
variazioni dall'esterno » (28J. Si tratta allora di affrontare il
problema dell'evoluzione del modello seguendo lo svilppo pervio.
dale mentre si modificano le disponibilità dei fattori. j~ a questo
µunto che affiorano le maggiori difficoltà e si pone la necessità
di introdurre nuovi concetti. Bisogna infatti ricercare un equi
librio che non sia puramente formale, cioè che soddisfi solamente
la condizione di compatibilità di domanda e offerta su tutti i
mercati; è importante che l'equilibrio dinamico comporti la piena
occupazione di tutti i fattori. Solo in questo caso ha senso in
fatti parlare di un equilibrio temporale.

Dato però che l'occupazione di tutti j fattori può rivelarsi
tecnologicamente impossibile, ciò che importa è l'individuazione
di una tendenza dell'equilibrio del modello verso situazioni di
pieno impiego delle risorse.

Il concetto di stabilità va dunque riformulato in modo da
designare la tendenza del sistema a seguire un sentiero di piena
occupazione, aumentando solo quei capitali che rappresentano
strozzature a uno sviluppo senza intoppi e frenando la produ
zione dei capitali sovrabbondanti.

Questo è un filone di ricerca che rivela sostanziali connes
sioni con il modello dinamico cli Leoutief e le ricerche di Dorf
man Samuelson e Solow sui sentieri d'accumulazione del ca-

'pitale.
È un terreno che è stato mirabilmente esplorato da Zaghini

con un saggio lucido e penetrante (29). Zaghini mostra che at
>' ·di ttraverso un modello d'accumulazione walrasiano, cons1 era o

nella sua evoluzione temporale, può essere spiegata la teoria
generale implicita nel modello dinamico chinso di Leontief. Così
facendo dimostra che il sentiero temporale dell accumulazione
walrasiana è compatibile con un equilibrio di pieno impiego di
tutti gli stocks, se tale equilibrio è tecnologicamente poss1b1le;

M i tle Theory of Economic Growth, Mac Millan,(28) .T. ROBINSON, ,:,88a1f8 n
London, 1962, p. 6. geralizzazione alterativa del modello dina

1 %%,z3 E,7,2%.» vie i«ivi« «vii«. v. io.mtco i con .,e e crr I a ,, ·
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mentre rivela una tendenza verso il pieno impiego, se questo
non è tecnologicamente possibile.

Tutti i problemi dell'equilibrio walrasiano sembrerebbero
dunque soddisfacentemente risolti. La dimostrazione di Zagbini
non mi pare tuttavia decisiva per diversi ordini di motivi.

In primo luogo la dimostrazione di esistenza di soluzioni
non ne garantisce l'unicità: il sistema potrebbe quindi seguire
un sentiero temporale diverso da quello di piena occupazione,
pur essendo quest'ultimo tecnologicamente accessibile.

In secondo luogo, quando non sin tecnologicamente possibile
il pieno impiego, il sentiero temporale potrebbe essere oscillante
attorno alla zona di pieno impiego. Zaghini ammette l'eventua
lità, ma ritiene che attraverso la scelta di un'opportuna dimen
sione del periodo, sia possibile garantire l'immediata convergenza
verso il pieno impiego. A noi sembra però che Zaghini faccia uso
di un artificio matematico che potrebbe essere incompatibile con
i vincoli della tecnologia.

Infine la dimostrazione di Zaghini fa riferimento a un mo
dello d'accumulazione e non a un modello aperto in cui compaia
una domanda finale di beni di consumo. Ma proprio le scelte dei
consumatori possono contribuire in modo rilevante a rendere
tecnologicamente impossibile il pieno impiego e pertanto a de
terminare equilibri solo temporanei. La tendenza al pieno im
piego dei capitali potrebbe infatti essere contrastata dall'evolu
zione temporale delle scelte dei consuma tori. L'esistenza di un
equilibrio dinamico richiede condizioni molto restrittive (30).

Ci sembra comunque poter pervenire a una conclusione che
t:iottolinen ln coerenza logicn clel modello walrasiano relativa
mente nll'equilibrio statico, ma anche, limitando il discorso al
modello d'accumulazione, ln snn fecondità enristicn nell'interpre
tazione delln dinnmicn del capitale.

(30) M. MORI8HIMA nel suo nuovo volume, Thcory of Economie Growth,
clt., hn nceurntnmrntc d(•finlto le condizioni di 11tnbilltà dell'equilibrio dinn
mlco wlrasinno nel capp. III e V, Mentre nel <'f\so di modelli a due settori
con un uneo bene cnp!tale si individunno agevolmente talune condizioni di
stnbllltil. (p. li7). rlH' detc>rminnno 11110 s,•lluppo bllnnclnto serondo un sentiero
dl silrery equilibrium; nel caso di modelli con molti beni capitali, le forze
destabilizzanti si manifestano pienamente (p. 87) per cui i criteri di stabilità
(pnrtieolrmente restrittivi) possono differire da modello a modello.

È quest un sconsolante conclusione che mnschera la sostanziale insta
bilit del rnodrllo wnlrnslnno qunndo dna un'anlisi uniperiodnle si passi ad
un'analisi di luno periodo. Nulla esclude, tuttavia, che si possa riaprire il
dlseorso clrcn il iah:nlllroto e I limiti del concetto di stnhilltù in un'analisi più
realistica dello sviluppo.


