
2. L'equilibrio intertemporale
del debito pubblico
di Aldo Montesano

1. Introduzione

L'influenza del debito pubblico sull'economia può essere analizza­
ta in vari modi e con varie ipotesi. La tesi che un alto debito pubbli­
co accresca l'instabilità del sistema, almeno nel senso che determina
vincoli alle azioni di politica economica, è ormai condivisa '. L'analisi
però tende a considerare la dinamica del debito pubblico indipen­
dentemente dalle altre grandezze economiche; queste vengono assun­
te come date, determinate esogenamente. Lo scopo di questo lavoro
è quello di fornire un'analisi in cui tutte le variabili principali dell'e­
conomia vengono determinate· simultaneamente con il debito pubbli­
co, in modo da tener conto di tutte le eventuali interrelazioni.

La via seguita in questo lavoro assume, oltre una inevitabile eroi­
ca schematizzazione dell'economia, la piena razionalità intertemporale
del settore privato (oltre che la perfetta informazione). Questa ipotesi
consente di determinare simultaneamente tutte le grandezze economi­
che in gioco, incluso il tasso di crescita del prodotto nazionale e il
tasso d'interesse reale, e di individuare una condizione di sostenibilità
del debito pubblico. Vengono studiati due modelli che differiscono
fra loro soltanto perché nel primo modello i titoli del debito pubbli­
co e il capitale reale sono perfettamente sostituibili nelle preferenze
del settore privato (in accordo con l'impostazione monetarista fishe­
riana e con le assunzioni implicite delle analisi moderne in tema di
debito pubblico) mentre nel secondo modello i titoli costituiscono,
nelle preferenze del settore privato, un'attività intermedia fra la mo­
neta e il capitale reale contribuendo in qualche modo a fornire servizi
di liquidità.

2. Un modello con titoli illiquidi

Vi sono due agenti, il primo denominato settore pubblico e il
secondo settore privato.

' Un'ampia esposizione di temi e analisi al riguardo è offerta da Buiter [1985,
13-79).
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Il bblico sceglie la quantità G di merce da consumarsettore put .. T i] cli e
bbli ) l'ammontare delle imposte e tasso crescita(spesa pu ca), al · I cli bil

del] t.t, di· moneta M ed è soggetto vmco o ancio se.a quan 1 a .. d I d b. bbli
h determina l'accresclillento e el1to pu co,guente, c e

(1) dM +~ + T = iB + pG,
dt dt

ove B indica l'ammontare del debito pubblico, i il tasso d'interesse
nominale sui titoli del debito pubblico, p il prezzo della merce. Sia la
spesa pubblica proporzionale alla produzione reale Y,

2) G = yY

con yO, le imposte proporzionali al reddito prodotto

3) T = rpY

con r;;l:0, e la quantità di moneta crescente a tasso costante

(4) dM =µM
dt '

con µ;;i:Q_ (Con lettere greche vengono indicati i parametri costanti
nel tempo e con lettere latine le grandezze che possono variare nel
tempo).

Il settore privato sceglie le sue attività patrimoniali, costituite da
capitale reale K (composto da merce prodotta), titoli B e moneta M,
in modo da massimizzare il funzionale

fEls·++]"j«
" Us è il tempo cui è riferita l'analisi, subordinatamente ai vincoli

1 produzione "

(5) Y=6K d-o» vu­

e di bilancio

6 +»[-c-i ]- ,4,r
dt dt dt '
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ove C indica il consumo, (]~O il tasso di preferenza temporale e a~O

l'elasticità dell'utilità marginale sia del consumo (cioè a= - .f U«)
U

che del servizio di liquidità (reso per assunzione soltanto dalla moneta),
0<0<1 l'elasticità della produzione rispetto al capitale (cioè{}= K YK)y
e (1-0)v=0, il tasso di progresso tecnico, mentre a>O e c5>0 sono due
parametri ulteriori.

Non tenendo conto per ora delle condizioni di trasversalità, la scelta
del settore privato richiede che siano soddisfatte le condizioni seguen­
ti, oltre i vincoli (5) e (6),

69K=d-0a-0 @-io=o+g dCe Tt·
i=o+g dc,Ie

C dt p d'

+[e9]"-g dc,I%
M ~ C dt p dt

L'equilibrio su1 mercato della merce richiede infine che la spesa
pubblica uguagli la produzione non utilizzata da] settore privato, cioè
G Y e dK Q dir , d« à . li= - - dt . uesta con 1zone, pero, aven o g1 unposto unp -

citamente l'uguaglianza fra offerta e domanda di moneta e fra offerta e
domanda di titoli, risulta implicata dai vincoli di bilancio (1) e (6), come
richiede la legge di Walras.

Le relazioni (1)-(9) riguardano le nove variabili M, B, T, G, Y,C, K,
pei.

Considerando le relazioni (1), (2), (5), (6), e (7) è possibile estrarre
due relazioni dinamiche nelle due sole variabili K e C

dÉ (1 - )6Ka-o» w«-o»_c
dt ""

o dC 59k-a-o a-0 vi-o)-- =u e' - •C dt

2 Queste condizioni possono essere ottenute agevolmente scrivendo le equazioni di
Eulero del problema di calcolo delle variazioni ottenuto sostituendo nel funzionale
obiettivo alla variabile C l'espressione

c5K"e0-0JV11-1ol _ dK _ 1 (iB _ dM _ dB _ y\
dt p dt dt J

risultante dalle relazioni (5)e (6).
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ft•
FIGURA l.

Definendo due nuove variabili

k=Ke-vi-to)
e sostituendo c, k a C, K, il sistema precedente diviene

dk _-v+ (1 - y) H{} - e,dt

gd€ -av-+60-a-0dc dt

il cui piano di fase (figura 1) individua per c>O e k>O un punto di
sella. Una condizione di trasversalità allora impone di seguire. il sen·
tiero di crescita convergente verso il punto singolare '. Si noti come

' Questa analisi è del tutto analoga a quella tradizionale della teoria della cres cita
ottima: ad esempio Intrili~ato_r [1971'. 398-416]. L'equazione del sentiero convergen~:
non è facilmente determinabile. Se è )= ( 1-y)a allora il sentiero convergente
equazione e = _g_ lt ed è, inoltre ,a

-[-h-[))%«»,
52



!'andamento delle grandezze reali C, K (e conseguentemente y e GO
non dipenda dalla politica di finanziamento del disavanzo scelta dal
settore pubblico. Nel seguito, per semplicità, si assume che il sistema
economico sia già al tempo iniziale nel punto singolare (sia cioè K, =
) le cui coordinate sono

-l~/ ·-ltes-•
Si noti come queste coordinate richiedano

Si ottiene, perciò,

con

K, = , G=y
La funzione C appena individuata richiede, perché il funzionale

obiettivo sia limitato, che o + (a- 1) v > O.
Rimangono da determinare gli andamenti delle cinque variabili M,

B, T, p e i, per le quali possono essere utilizzate le relazioni (1), 3),
(4),(8)e(9). Siassumanoleduecondizioniditrasversalità seguenti: lim !!_~pY
<< o, cioè la quantità finale di moneta non deve essere infinitamente
superiore al reddito nominale, e lim B e-;ci-iol = O, cioè il valore
attuale dell'ammontare finale di titcili.deve essere nullo.

Per l'analisi successiva conviene eseguire alcune trasformazioni di
variabili, introducendo le nuove variabili m - M., = _§_ ed eli-

Y Y
minando M e B. Le condizioni di trasversalità richiedono lim m < 0o
elim bee+a-1 u--to) >). ·-

Allora, tenendo conto della (3), le relazioni (1), (4), (8) e (9) di­
vengono

(Ibis) dm +.i!!.. =y-r+(i-v--1-lP..)b-(v+-1-lP..)m,
dt dt pdt pdt

4bis) __ dm = µ - v - _1_ lP_
mdt pdt'
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.!!É_ = r _ r + (p + (a-1) v) b-m.
dt

La soluzione dell'equazione (10) è◄:

(10)

'Nel caso a = 0 si ottiene m = m,e+e-v-au­

La condizione di trasversalità ~ m < oo richiede allora

(11)

· b (9bis) rispetto ad i ed aRisolvendo le rdazioni (8bis) e . . .
d · . . i ottengono le due equazioni dif._l ""}_, con facili sostituzioni s
dt

ferenziali seguenti

(Co)
0
-oI dm = µ + (l (<1- l) v - a Y, m ,

m dt o

(
1 .El_.) m0o»w» «[g/"=le+o';

l dp
(8bis) i= + <1 v +p dt '

Però, se questa disuguaglianza valesse con il segno forte, allora m
diventerebbe nullo per un t sufficientemente elevato ma finito, in cui
perciò p diverrebbe infinito. Poiché questa situazione è per il settore
privato (che determina m attraverso p) meno conveniente di auella
in cui m è positivo si avrà necessariamente



quindi m=ma, costante nel tempo', e

(12) _ M [ere+t@-r}Po-- ·Co a

Tenuto conto di questa soluzione per m, l'equazione (11) ha solu­
zione

b = µmo+r-y + (bo _ µmo+r-y) e<(>+-(a-llvl 11-,ol.
l,}+(a-I)v l,}+(a-I)v ,

La condizione di trasversalità ¼!1 b e-(()+(a-tJvJ V-101 = 0, tenen­
do conto che deve esserebO, richiede allora

(13)

condizione questa che esprime il vincolo di sostenibilità del debito
pubblico e può essere scritta anche nella forma

è.. ± le«-±[etette-})
Ma o+(o1)v C a

Si hanno, quindi, due possibilità: b=ba, costante nel tempo, per
cui

M = M e",
oppure, se la disuguaglianza è soddisfatta col segno forte, b decresce
nel tempo fino a divenire nullo: il debito pubblico viene cioè rimbor­
sato in un tempo finito 6• Si ricava poi dalla (9bis) e dalla (8bis)

(14) _1 _jp__
p dt = - v,

' Nd caso o = O la condizione di trasversalità lim m < co richiede < v+ a - (!
(altrimenti dovrebbe essere m = O, cioè p = o)."" ,

Una volta che b (e quindi B) è divenuto nullo, il sistema (1)-(9) si modifica
perché scompaiono le variabili B e i (scompaiono le relazioni (8) e (3), essendo ora f
non più un dato ma una variabile). La dinamica delle altre variabili non risulta altera­
ta, ma la pressione fiscale deve soddisfare la condizione r = y - mo.
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(15) i= ++(0-1),
di inflazione e saggio di interesse sono costanti nel tenper cui tasso . , . al "

po 1_ Si noti come il saggio d'interesse re e

r-IdN +av
p dt

non dipenda dalle scelte del settore pubblico. . ..
La relazione (12) determina il prezzo Po che si stabilisce al tempo

iniziale t a seconda della scelta del tasso di crescita µ della quantità
di moneta da parte del settore pubblico: se la spesa pubblica viene
finanziata con una maggiore crescita della quantità di moneta, allora,
per l'ipotesi di razionalità intertemporale, subito si innalza il livello
dei prezzi, oltre che il tasso di inflazione (relazione (14)).

La condizione ( 13) vincola il settore pubblico nella scelta die
r-y. Per ogni r-y risulta determinato il tasso µ minimo, senza che
il settore pubblico possa finanziare il disavanzo con una minore emis­
sione di moneta ed una maggiore di titoli.

Si noti come la condizione di sostenibilità del debito pubblico sia
tanto più stringente (nel senso che obbliga a valori di µ e più gran­
di) quanto più elevato è l'ammontare del debito pubblico iniziale Bo.
Ovviamente, la condizione (13) può non essere soddisfatta nella real­
tà corrente, potendo il settore pubblico scegliere nel breve periodo
(fuori dalle ipotesi del modello) se finanziare il suo disavanzo con
una maggiore emissione di moneta o di titoli; però nel lungo periodo,
quando l'esperienza rende più razionale il comportamento del settore
privato, essa tende ad imporsi e richiederà allora una inflazione e/o
una pressione fiscale tanto più elevate quanto maggiore era stato nel
passato il ricorso all'indebitamento.

La condizione di sostenibilità del debito pubblico è rappresentata

7 Nel caso o = O si ottiene:

=E14/mo-a+av-o4 l,-rt..Imo)e-wu­-v a- 7o {!-v - a-µ e

e la condizione cli trasversali tà lim be-<P->!l1-1o1 _ 0 'eh' d b f-v 1!!!!,
i« I iede --­

mentre la limitatezza del funzi . . u-v a-µ
; . I do ionale obiettivo impone a - > 0e-y>0

Si ha, moltre, -~ = a- Se la
..,p dt e. a- = - v,allora si ha m = mo °;%,"ç"Es«ai.+-»>e-a- con one I sostenibili!' del d b' .a e ito risulta più stringente.
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FIGURA 2.

nella figura 2, che mostra come un livello più elevato di b richieda,
perché il debito sia sostenibile, una maggiore espansione monetaria o
una maggiore imposizione fiscale.

Tenendo conto della (12) e della (13) si ottiene che
Iy5(x-1)xè

ove

y=((o+(a-1))ba+y-+'0,,
Ca

che illustra come un più elevato b richieda un più elevato r e/o un
più elevato (se a> 1, entro certi limiti se a~l).

3. Un modello con titoli parzialmente liquidi

Si consideri ora un modello che differisce dal precedente solo
perché il servizio di liquidità non è fornito soltanto dalla moneta ma
anche, sebbene in minor misura, dai titoli del debito pubblico. Il
servizio di liquidità dipende dalla quantità di moneta e di titoli se­
condo la relazione
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con 0<n< 1 e O ~ e<1. Per T/ = O e/o E = O si ha il caso
considerato precedentemente in cui soltanto la moneta fornisce l ser.
vizio di liquidità. I titoli del debito pubblico concorrono a fornire
liquidità non tanto nel senso che essi stessi divengono mezzo di
scambio ", quanto nel senso che il possesso di titoli invece che di
capitale reale consente di detenere una scorta minore di moneta, po­
tendo i titoli essere venduti più facilmente e con minori rischi di
perdite.

il sistema di relazioni individuato per il modello precedente rima­
ne immutato tranne che per le equazioni (8bis) e (9bis), che vanno
sostituite con le relazioni

(e )o ( b )-1-(o-l)E di+na[-21 m "H1+n--I =+av4_!&
Y, m p dt

( Co)
0

( b ) ( b )-1-to-1)e
"I, , T+a-,l",

=o+ov+_ld
p dt

S!ccome il sistema (Ibis), (4bis), (8ter), (9ter) è alquanto comples­
so, vene anali~zato soltanto il caso in cui a = 1. In questo caso ",
l equazione (lb1s), tenendo conto delle (8ter) e (9ter), diviene

dm db e'i=v-r-a5+e+»,
la cui soluzione è

m+ b= (mo+b0-!::1'. __l_a~)e1111-10) +.!=l'.+_l_a.,f'Q_.
e o Y. e o Y

Le condizioni di trasversalità lim m < 00 lim ·{- 1e
richiedono (tenuto conto della (8terì) che e ,__ be- ,-v-,1 ,,-,., = O

Questo caso può peraltro presentarsi n l . . . . .
poche rilevami transazioni ma anche in f on so O m forma episodica, limitata a

d · · 1c l ' ,orma diffusa, fin d · l' · il ·ne e, tuou con a moneta· cosl accadd li , o a etermtnare asstm aZJO·
Convenzione. · e con gli assegnati in Francia nel periodo della

9
Con a = I, la funzione istantanea d' ili , .

assume la forma logaritmica lineare I ut ta tnclusa nel funzionale obiettivo
log C + alog L.
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Si assuma che questa condizione venga soddisfatta con il segno di
uguaglianza (che è il caso peggiore al fine della sostenibilità del debi-
to pcbblico) ". Si ha

mo + bo = Mo+Bo = r-y + _1_ a Co '
po e o Y

e quindi m-+b = mo+bo, costante nel tempo. Tenuto conto di questa
soluzione e della (9ter), la (4bis) diviene

il cui diagramma di fase è rappresentato nella figura 3.
Allora, la condizione di trasversalità lim m < 00 e quella per cui

p non deve divenire infinito in un tempo finito richiede m = ma,
costante nel tempo, con m che soddisfa la relazione

(µ + e) mo - a _fQ__ + e TJ a _fQ__ bo = O.
Y Y mo+nbo

Le condizioni (17) e (18) impongono

Po = (e + µ) -1::JL Mo + 11 Bo '
a Co Mo + ( 1 - e) T/ Bo

bb
10

. Se la disuguaglianza venisse soddisfatta con il segno forte, allora b raggiunge·
,~ e ~ un tempo finito (indicato con t,) il valore nullo. A partire da questo tempo
equazione (4bis), tenuto conto della (9ter) e del fatto che b = O, diviene

dm +on-a%%2
la · Icu soluzione, sotto le consuete condizioni, è

(17)

(18)



dm
Tt

m

FIGURA 3.

e±[, o]. _c_ M,+BM,+Ie)n%~ r-y+a-- =a-- Be Y Y M Mo+no
che determinano il livello iniziale del prezzo e il vincolo di sostenibi­
lità del debito pubblico.

Si noti come po sia più elevato che nel caso in cui n=0 e/o f".'O
mentre il vincolo di sostenibilità del debito risulta un po' meno strIn­
gente.

Per il tasso di inflazione si ha

I%p=-v
p dt '

mentre per il tasso di interesse reale sui titoli risulta

. 1 Jr, M
t ---=- = (! + v- (+ µ) E 1/ O

p dt M0 + (1 - e) 1/ Bo

inferiore che nel caso con n=0 e/o =O. Si noti, rispetto a questo
caso, come _la mag~1ore perdita subita nel tempo iniziale dal settore
privato per il maggiore aumento del prezzo sia uguale al valore attua·
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le del minore flusso di imposte consentito dalla minore costrizione
posta dalla condizione di sostenibilità del debito ",

4. Conclusioni
I due modelli presentati in precedenza determinano simultanea­

mente sia la dinamica delle grandezze reali che di quelle monetarie e
di finanza pubblica. L'ipotesi di razionalità intertemporale del settore
privato determina l'indipendenza della dinamica delle grandezze reali
dalla politica di finanziamento della spesa pubblica. Infatti, la razio­
nalità intertemporale implica l'effetto Ricardo-Barro. La dinamica
delle grandezze reali (cioè del capitale reale, del consumo, della pro­
duzione e della spesa pubblica) risulta, nei modelli esaminati, analoga
a quella dei modelli di crescita ottima, è cioè una dinamica instabile
(rappresentata da un punto di sella), la cui convergenza verso la cre­
scita a tasso costante viene ottenuta, per l'ipotesi di razionalità inter­
temporale, obbligando il consumo iniziale ad assumere quel valore
che situa l'economia sull'unico sentiero convergente. La dinamica
delle grandezze monetarie e finanziarie (cioè della quantità di mone­
ta, del debito pubblico, delle imposte, del prezzo e del tasso d'inte­
resse sui titoli) risulta anch'essa instabile (rappresentata da un nodo
divergente nel piano di fase di assi m e b), compatibile con razionali
condizioni di trasversalità solo se il prezzo al tempo iniziale si situa al
livello opportuno (tanto più elevato quanto maggiore è il debito pub­
blico esistente) e il tasso di crescita della quantità di moneta e/o la
pressione fiscale soddisfano una condizione, denominata di sostenibi­
lità del debito pubblico, che è tanto più stringente quanto più elevato

11 Se si trascura la razionalità intertemporale che determina il livello iniziale del
prezzo e si ritienequesto un dato, allora la relazione (1bis), cont = O et = O, e la

•h+n7]'-ls,mo Y,
ove Lo è ora dato, determinano la condizione di sostenibilità del debito seguente

(V + ! !!.e) bo
dt

+"- TI@jy-r+ i-v--~ ho
p dtv+!!!.P

p dt

v-r+l--!)dt

te è più stringente nel caso E > 0, n> O che in quello E = 0 e/o n = O se appenaz sufficientemente elevato in modo che; - v - ! !!.e (determinato dalla (8ter)) sia
9.. pdt

sufficientemente prossimo a ~ [Cfr. Montesano 1986, 400-407].
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è il debito esistente. Se questa condizione non fosse soddisfatta (o;4
il di vanzo venisse finanziato con emissione di titol i più di quan

i,te consenta), lora il debito oblico tenderebbe ± e
scere ad un tasso pari al tasso d'interesse e il valore attuale del debi
finale sarebbe positivo, denotando così la non rimborsabilità del d
bito. Mentre nel modello in cui i titoli sono illiquidi il _loro tasso
d'interesse reale coincide con quello sul capitale reale (pari alla som.
ma fra il saggio di preferenza temporale e quello di crescita moltipli.
cato per l'elasticità dell'utilità marginale), inquello in cui i titoli con.
tribuiscono a fornire liquidità il loro tasso d'interesse reale è inferiore
(però tanto meno inferiore quanto maggiore è l'indebitamento pub.
blico). L'ipotesi di razionalità intertemporale su cui questi modelli
sono fondati determina il livello iniziale del prezzo in relazione all
politica monetaria (rappresentata dal tasso di crescita della quantità
di moneta) e questo è, nel caso in cui i titoli contribuiscono alla
liquidità, più elevato quanto maggiore è il debito pubblico. Se l'ipo­
tesi di razionalità intertemporale venisse indebolita, allora questo ef­
fetto non sarebbe più istantaneo ma si manifesterebbe nel tempo,
come un ulteriore incremento del tasso di inflazione.

Naturalmente, l'ipotesi di razionalità intertemporale e l'estrema
semplificazione dei modelli analizzati non consentono di interpretare
con essi la realtà, se non per grandi linee. Forse l'indicazione più
rilevante offerta da questi modelli consiste nella determinazione (e­
spressa dalla condizione di sostenibilità del debito) dell'influenza che
il debito pubblico ha sul disavanzo pubblico e sulla espansione mo­
netaria: quanto maggiore è il debito pubblico tanto maggiore risulta
dover essere, ceteris paribus, l'imposizione fiscale e/o la crescita della
quantità di moneta (la quale però eleva non solo il tasso di inflazione
di lungo periodo, ma anche subito la velocità di circolazione della
moneta innalzando quindi ulteriormente il livello dei prezzi). Questi
rISultau sono in accordo con le tesi sostenute dalla letteratura econo­
mica al riguardo. I due modelli discussi in questo lavoro non solo
confermano questa tesi, ma indicano anche una via che consente l'a­
nalisi del problema in un quadro teorico di equilibrio generale, in cui
tutte le variabili economiche vengono determinate simultaneamente.
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